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Avant-propos 


Un circuit électrique, sous forme de schéma, est l’ensemble des éléments idéals con- 
nectés de façon à constituer le modèle mathématique d’un système électrique. Ce mo- 
dèle présente la structure ainsi que les caractéristiques essentielles du système 
physique. L'étude d'un circuit permet de comprendre le fonctionnement du système 
électrique qu'il représente. 

La théorie des circuits comprend essentiellement des lois et des théorèmes qui 
régissent les relations entre les variables d’un circuit et aussi des méthodes permettant 
l'analyse et la synthèse des circuits. 


Cet ouvrage a été écrit pour utiliser comme manuel dans un premier cours de 
circuits électriques au niveau universitaire. Il présente les concepts de base et les lois 
fondamentales des circuits électriques ainsi que les principales méthodes d’analyse en 
régime transitoire et permanent des circuits linéaires. Les notions de mathématiques 
pré-requises sont celles présentées normalement dans les cours de mathématiques de 
première année universitaire. 


La matière est présentée de façon concise et directe afin de se concentrer sur l’es- 
sentiel de la théorie de circuits. Les notions théoriques sont expliquées et illustrées par 
des exemples de circuits concrets. 


Le premier chapitre introduit les notions fondamentales de l'électricité et présen- 
te les éléments de base utilisés dans la modélisation des systèmes électriques. 


Les chapitres 2 et 3 présentent les lois et théorèmes de circuits et les différentes 
méthodes pour établir les équations d'équilibre des circuits. Les méthodes classiques 
(des mailles et des noeuds) sont détaillées et appliquées à des diverses topologies de 
circuits passifs et actifs. 


Chapitre 4 présente les fonctions mathématiques utilisées pour modéliser les 
sources d'excitation des circuits électriques. Les fonctions singulières (échelon, impul- 
sion, rampe) et leurs combinaisons permettent de modéliser la plupart des excitations 
apériodiques. Les fonctions exponentielles complexes sont utilisées pour représenter 
les excitations périodiques et en particulier les fonctions sinusoïdales. 


Dans le chapitre 5, l'analyse transitoire des circuits électriques est étudiée et ap- 
pliquée à des circuits du premier et du deuxième ordre. La méthode d’analyse basée 
sur les équations différentielles est expliquée en détails permettant de l’utiliser dans di- 
verses situations. On étudie également le régime continu permanent et l’analyse des 
circuits initialement excités. 


Chapitre 6 présente la transformation de Laplace et son application dans l’ana- 
lyse transitoire des circuit électriques. Les notions d'impédance et d'admittance sont 
introduites pour faciliter l'établissement des équations d'équilibre du circuit et aussi 
pour pouvoir appliquer les méthodes déjà développées dans le domaine du temps. La 
méthode par la transformation de Laplace est systématique permettant d'analyser des 
circuits d'ordre plus élevé et plus complexes. Les fonctions de transfert sont introduites 
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pour l’analyse des quadripôles. 


Chapitre 7 traite de l’analyse des circuits en régime sinusoidal permanent utili- 
sant des phaseurs et des impédances. Les fonctions de transfert en régime sinusoïdal 
permanent sont introduites. La réponse en fréquence des circuits est étudiée et appli- 
quée à des circuits passifs et actifs. Le calcul de la puissance en régime sinusoïdal per- 
manent est également examiné. 


Des exercices typiques à la fin de chaque chapitre permettent d'illustrer l’appli- 
cation de la théorie aux problèmes réels d’analyse de circuits. Des réponses aux exer- 
cices sont aussi données comme aide à la pratique. 


Université Laval Hoang Le-Huy 
Québec, Canada 
Janvier 2004 
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Chapitre 1 


ÉLÉMENTS DE BASE 
DES CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Dans ce chapitre, les phénomenes électriques fondamentaux sont décrits pour intro- 
duire les éléments idéaux servant á la modélisation des systémes électriques. L'appro- 
che générale d'analyse des systémes électriques et les notions de base des circuits 
électriques sont présentées. 


1.1 Phénomènes électriques fondamentaux 


Nous allons examiner les notions de base de l'électricité telles que charge électrique, 
courant électrique, tension électrique, énergie électrique et puissance électrique. En- 
suite, les trois phénomènes fondamentaux qui se trouvent dans tous les systèmes élec- 
triques seront décrits: la résistance, le condensateur et l'inductance. 


1.1.1 Charge électrique et courant électrique 


La notion de charge électrique est basée sur la théorie atomique suivant laquelle l'atome 
est représenté comme un noyau portant une charge positive entouré d'électrons por- 
tant des charges négatives. Dans un atome neutre, la charge totale du noyau est égale 
(en valeur absolue) à la charge totale des électrons. Un atome devient positif lorsque 
certains électrons manquent. Un atome devient négatif lorsqu'il y a un surplus d'élec- 
trons. 


La charge électrique élémentaire est la charge portée par un électron. L'unité de charge 
électrique est Coulomb (C). L'électron porte une charge de 1.6021x10*” C. 


Un courant électrique est créé par le déplacement des électrons dans un milieu donné. 
L'intensité d'un courant électrique est défini comme le taux de déplacement de la char- 
ge électrique q a travers une section du milieu: 


da 
i = 2 l-1 
dt (1-1) 
On utilise habituellement le terme «courant» pour désigner l'intensité d'un courant élec- 
trique. L'unité de courant est Ampère (A). 


Dans les solides, il existe un certain nombre d'électrons libres qui sont «détachés» de 
leurs atomes et qui peuvent se déplacer dans le matériau sous l'influence d'un champ 
électrique. Les conducteurs électriques sont des matériaux qui ont beaucoup d'électrons 
libres qui permettent la circulation des courants électriques importants. Les isolants 
électriques sont des matériaux qui ont très peu d'électrons libres. Ils empêchent la cir- 
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culation des courants électriques. Il y a aussi des semi-conducteurs qui possèdent une 
conductivité située entre celles des conducteurs et des isolants. Le silicium et le ger- 
manium sont deux semi-conducteurs courants utilisés dans la fabrication des transis- 
tors et des circuits intégrés. 

On utilise habituellement le symbole «i» pour représenter un courant électrique. Le sens 
conventionnel d'un courant électrique est l'opposé du sens de déplacement des élec- 
trons, comme illustre la figure 1-1. 


Conducteur 


<— Sens de déplacement des électrons 


Figure 1-1 Sens conventionnel du courant électrique. 


1.1.2 Tension électrique 

Le déplacement des électrons est causé par une différence de potentiel électrique entre 
deux points. On utilise le terme «tension électrique» pour désigner la différence de po- 
tentiel électrique. L'unité de tension électrique est Volt (V). 

On utilise habituellement le symbole «v» pour représenter une tension électrique. Dans 
un conducteur, les électrons se déplacent du négatif (-) vers le positif (+), ce qui définit 
la polarité de la tension électrique tel qu'illustré dans la figure 1.2. 


Conducteur Courant 


l + Tension v =, 


Figure 1-2 Polarité de la tension électrique. 


1.1.3 Énergie électrique et puissance électrique 


Le déplacement des électrons (d'une charge totale q) nécessite une quantité d'énergie 
électrique w qui est égale au produit de la charge q et la tension v: 


w= qv (1-2) 
où w est l'énergie électrique, v est la tension électrique, et q est la charge électrique dê- 
placée. L'unité d'énergie est Joule (J). 

Le taux de variation de l'énergie électrique est défini comme la puissance électrique p: 


= — = VŽ = y] 1-3 
Le 1 (1-3) 
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La puissance électrique p est donc égale au produit de la tension v et le courant i: 
p = vi (1-4) 
L'unité de puissance est Watt (W). 


L'énergie électrique est égale à l'intégrale de la puissance: 


W = pdt (1-5) 


—00 


Puissance 
p(t) 


Énergie 


Figure 1-3 Energie et puissance. 


1.1.4 Resistance 


Considérons un conducteur cylindrique (de longueur é et section S) dans lequel circule 


un courant électrique d'intensité i, comme illustre la figure 1-4. On suppose que la den- 
sité des électrons qui se déplacent à travers la section S est uniforme. La tension entre 


les deux bouts du conducteur est égale à v. 
La densité de courant J est définie comme l'intensité par unité de surface de la section: 


J=3 (1-6) 
L'unité de densité de courant est A/ m?. 
+ y - 
y> Ys ,) 
4 


Figure 1-4 Courant électrique dans un conducteur cylindrique. 


> 
Le champ électrique E dans le conducteur est uniforme et suit la direction du conduc- 


teur: 


(1-7) 


al< 
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La densité de courant est proportionnelle au champ électrique: 
J = oE (1-8) 


où o est la conductivité (en Q'!m'!) du conducteur. 


Entre la tension v et le courant i, on peut établir la relation suivante: 


v=Exé=dxée xls (Oi (1-9) 
o oS o] 
La quantité R = — et définie comme la résistance du conducteur. L*unité de résistan- 


CS 
ce est Ohm (Q). 


On peut aussi exprimer la résistance R comme: 


14 
R= px (1-10) 


où p = — est la résistivité du conducteur. L'unité de résistivité est (Q.m. 
o] 


L'équation (1-9) peut être écrite comme: 

v = Ri (1-11) 
Cette relation est connue comme la loi d'Ohm. 
À partir de (1-11), on déduit: 


= 5 = (Dv = Gv (1-12) 
La quantité G est définie comme la conductance. L'unité de conductance est Siemens 
(S). 


Le déplacement des électrons à travers un conducteur crée des collisions avec les ato- 
mes du conducteur. À chaque collision, une certaine quantité d'énergie est perdue et 
convertie en chaleur. 


On peut calculer la puissance perdue (qui est dissipée sous forme de chaleur) dans une 
résistance comme: 


p=vi=Ri =Y 


2 
E (1-13) 


1.1.5 Condensateur 


Considérons la structure montrée dans la figure 1-5 qui est constituée de deux plaques 
conductrices paralléles de surface A et séparées par un isolant d'épaisseur d. Les deux 
plaques sont chargées à +q et -q. Ce système est appelé un condensateur électrique qui 
emmagasine des charges électriques de signes opposés sur ses deux électrodes. 
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Surface A. Td —> AE 


Charge 
+q 


HO + + + + + + + + + + + 


électrique E 


Figure 1-5 Champ électrique entre deux plaques conductrices chargées 
d'un condensateur. 


Un champ électrique É est créé dans l'isolant entre les deux plaques conductrices. On 
suppose que le milieu isolant est isotrope et que les lignes de force sont perpendiculai- 
res à la surface des plaques. Le champ électrique entre les deux plaques peut être cal- 
culé par le théorème de Gauss: 


= 4 1-14 
E= (1-14) 
où £ est la permittivité de l’isolant. 

La tension électrique entre les deux plaques est donnée par: 
vakis Adana 1-15 
£A Es C ) 

d 

La quantité C = Eà est définie comme la capacité (capacité demmagasiner de charge 


électrique) du condensateur. La capacité est une fonction des dimensions du conden- 
sateur et de la permittivité de l'isolant. L'unité de capacité est Farad (F). 


À partir de (1-15), on peut écrire: 
q = Cv (1-16) 
En dérivant les deux membres de cette équation, on obtient: 


dq _ «dv, , dC 


- (Av, ,dC 1-17 
dt “dt ‘dt Es 


On peut remarquer que A est le courant 1 qui circule á travers le condensateur. Ce 


courant dépend ainsi du taux de variation de la tension á ses bornes et également du 
taux de variation de la capacité: 
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i= c34 dC 


2 1-18 
dt dt Fuel 

Si la capacité du condensateur ne varie pas avec le temps, on aura: 
en (1-19) 


dt 


À partir de cette relation, on peut calculer la tension aux bornes du condensateur com- 
me: 


1 | 
ni dt 1-20 
y E M ( ] 
ou encore: 
1 éo. lė. Lf l 
== 1Idt+=| idt = v(t.)+=1| idt 1-21 


où v{to) est la tension aux bornes du condensateur à l'instant to. 


On constate que le condensateur emmagasine des charges électriques. Cette accumu- 
lation de charges crée un champ électrique entre ses deux plaques. On dit que le con- 
densateur accumule de l'énergie électrique sous forme d'un champ électrique. 


L'énergie accumulée dans un condensateur peut étre calculée en intégrant la puissan- 
ce: 


t 
e | viat a | vera -C f vav = Low Na ¿Cv (0) ¿Cv (o) (1-22) 
Si v(-o) = 0, on aura: 
w= CV (D) (1-23) 


1.1.6 Inductance 


Considérons un conducteur droit dans lequel circule un courant 1 comme illustre la fi- 

gure 1-6. Le courant 1 crée un champ magnétique autour du conducteur. Les lignes de 
force sont des cercles concentriques dont le centre est le conducteur. 
> pes Re : ; š ; 

L'intensité du champ magnétique Ha un point P qui se trouve à une distance r du con- 

ducteur est calculée par la loi d'Ampère: 
i 
H = — 1-24 
2nr l ) 


L'unité d'intensité de champ magnétique est A/m. 
> 
La densité de flux magnétique B est reliée à l'intensité du champ magnétique H: 
> 
B = uH (1-25) 


> 
L'unité de B est Tesla (T) ou Weber/m? (Wb/ m?). La quantité u est la perméabilité ma- 
gnétique du milieu oú le champ magnétique existe. L'unité de u est Henry/m (H/m). La 


perméabilité magnétique de l’air est très proche de celle du vide uy = 4nx10 H /m. 
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ji Courant électrique P 


Champ magnétique 


Figure 1-6 Champ magnétique créé par un courant électrique 
circulant dans un conducteur droit . 


; ; dde 2 
Le flux magnétique à travers une surface S est l'intégrale de B sur cette surface: 


> — 
ġ = fB -as (1-26) 
S 


L'unité de flux magnétique est Weber (Wb). 


Considérons une bobine de N tours de fil conducteur dans lequel circule un courant i. 
Le champ magnétique créé par la bobine est représenté par des lignes de force montrées 
dans la figure 1-7. Le flux magnétique créé par le courant 1 est q. D’après la loi de Fa- 


raday, ce flux magnétique induira dans chaque tour de fil une tension égale à a . Par 


conséquent, la tension totale induite dans N tours est égale à: 
v = N? (1-27) 


On suppose que chaque ligne de flux traverse tous les N tours de la bobine. Donc le flux 
total traversant la bobine est égal à Nọ. Ce flux total est proportionnel au courant i: 
Nọ = Li (1-28) 


où L est définie comme linductance de la bobine. L'unité d'inductance est Henry (H). 
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Figure 1-7 Champ magnétique créé par un courant électrique circulant dans une bobine. 


À partir de (1-27) et (1-28), on peut écrire: 


d da. di dL 
= —(N = L = 2 SS E 
A ne? 


Si inductance L ne varie pas avec le temps, on aura: 


= 1-30 
Feb (1-30) 
À partir de cette relation, on peut calculer le courant dans la bobine comme: 
| 
= L dt 1-31 
i= Ef y (1-31) 
ou encore: 
L fo f al 
1==| vdt+=| vdt = 1(tp) +=] vdt 1-32 
Lie L ES (to) L to l | 


où i(tp) est le courant dans la bobine à l'instant to. 


On constate que le courant électrique circulant dans une bobine crée un champ ma- 
gnétique. On dit que la bobine accumule de l'énergie électrique sous forme d’un champ 
magnétique. 


L'énergie accumulée dans une bobine peut être calculée en intégrant la puissance: 


A t 
w = | viat = | Loja = Lf idi z sL? = ¿Li*(t) - SLI (o) (1-33) 


Si i(-o) = 0, on aura: 


w = SLI (D) (1-34) 
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1.2 Étude des systèmes électriques 


Un système électrique est un ensemble de plusieurs composants électriques connectés 
suivant une configuration donnée pour réaliser une fonction spécifique. Par exemple, 
un amplificateur audio est composé de transistors, diodes, circuits intégrés, résistan- 
ces, inductances, condensateurs, transformateurs, etc. La fonction principale d’un tel 
système est d'augmenter le niveau de puissance du signal d'entrée pour alimenter le 
haut-parleur. 


Haut-parleur 


Figure 1-8 Exemple de système électrique. 


Chaque composant électrique possède ses caractéristiques et ses fonctions propres. 
L'interconnexion des composants permet de réaliser la fonction globale désirée du sys- 
tème. Cependant, cette interconnexion impose des contraintes que l’on doit tenir comp- 
te lors de l'étude du système. 


Les travaux d'étude que l’on peut effectuer sur les systèmes électriques consistent es- 
sentiellement en l’analyse et la conception. 


L'analyse d'un système électrique est l'étude du comportement du système pour diffé- 
rentes conditions de fonctionnement. 


La conception d'un système électrique est la synthèse d’un système, à partir des com- 
posants électriques, pour effectuer une fonction donnée avec les caractéristiques pres- 
crites. 


L'analyse et la conception sont deux chemins complémentaires. L'analyse permet de 
comprendre les caractéristiques d’un système, ce qui permettra la conception d’autres 
systèmes avec des caractéristiques différentes. Ce processus est illustré dans la figure 
1-9. 


ANALYSE 
Caractéristiques 
Système et 
électrique 
===> comportement 
CONCEPTION 


Figure 1-9 Étude des systèmes électriques. 


Dans ce texte, on considère seulement le problème de l’analyse des systèmes électri- 
ques. 
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1.3 Modélisation des systèmes électriques 


Les phénomènes physiques présents dans un système électrique sont nombreux de tel- 
le sorte que l’analyse exacte du système est très difficile, voire impossible. Afin de pou- 
voir faire une analyse avec des résultats acceptables, on doit établir un modèle 
mathématique du système basé sur certaines hypothèses d'approximation. C'est la mo- 
délisation du système. 


La précision de l’analyse dépend de la complexité du modèle. Un modèle simple est fa- 
cile à analyser mais ne donne que des résultats tres approximatifs. Par contre, un mo- 
dèle complexe, qui tient compte de tous les phénomènes présents dans le système, 
donne des résultats précis mais l’analyse devient plus longue et difficile. En général, on 
choisit un modèle qui est le compromis entre la précision des résultats et la difficulté 
de l’analyse. 


Imprécision 
des résultats 


Difficulté 
de l'analyse 


Complexité du modele 


Figure 1-10 Compromis dans la modélisation des systémes électriques. 


La modélisation d'un système électrique consiste à: 
- décomposer le système en plusieurs composants simples, 


- représenter chaque composant simple par son modèle mathématique (sous for- 
me d'éléments idéaux) qui tient compte des principaux phénomènes physiques, 


- connecter les modèles des composants ensemble pour obtenir le modèle du sys- 
tème. 


Le modèle du système électrique ainsi obtenu s’appelle un circuit électrique. 


La figure 1-11 illustre la construction d’un modèle simple du système «amplificateur» 
de la figure 1-8. 
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Circuit électrique 


Figure 1-11 Modélisation d'un système électrique. 


1.4 Théorie des circuits électriques 


L'ensemble des éléments idéaux représentant tous les composants d'un système élec- 
trique forme le modèle du système que l’on appelle un circuit électrique (ou réseau élec- 
trique). Les variables du circuit sont reliées par des équations d'équilibre dont la 
solution représente une approximation du comportement réel du système électrique. 


La théorie des circuits électriques comprend: 


- des lois et des théorèmes qui régissent les relations entre les variables d’un circuit 
électrique, 


- des méthodes permettant d'établir les équations d'équilibre, 
- des méthodes de résolution des équations d'équilibre. 


La figure 1-12 illustre la position de la théorie des circuits dans l'étude des systèmes 
électriques. 
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Théorie des circuits électriques 


Système Modélisation 


électrique 


Circuit 
électrique 


Formulation 


Expérimentation Équations d'équilibre 


Résolution 
Comportement Interprétation 
réel : Résultats 
du système Vérification 


Figure 1-12 Théorie des circuits dans l’étude des systèmes électriques. 


1.5 Variables et éléments de circuits électriques 


1.5.1 Variables dans les circuits électriques 


Les principales variables dans un circuit électrique sont le courant et la tension. 


Un courant électrique est créé par le déplacement des électrons dans un milieu donné. 
L'intensité d'un courant électrique est défini comme le taux d'écoulement de la charge: 


. dq 
i = — 1-35 
a (1-35) 
On utilise le terme «courant» pour désigner l'intensité d'un courant électrique. L'unité 
de courant est Ampère (A). 


Le déplacement des électrons est causé par une différence de potentiel électrique entre 
deux points. On utilise le terme « tension » pour désigner la différence de potentiel élec- 
trique. L'unité de tension est Volt (V). 


La figure 1-13 montre le sens conventionnel du courant et la polarité conventionnelle de 
la tension. 


Conducteur Courant 


TEE 


+ Y - 
! Tension 
Figure 1-13 Courant et tension dans un conducteur. 
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Le déplacement des électrons (charge totale q) nécessite une quantité d'énergie électri- 
que w qui est égale à au produit de la charge q et la tension v: 


w= qv (1-36) 
L'unité d'énergie est Joule (J). 


Le taux de variation de l'énergie électrique est défini comme la puissance électrique p: 
= vld = vi (1-37) 
La puissance électrique p est donc égale au produit de la tension v et le courant i: 

p = vi (1-38) 
L'unité de puissance est Watt (W). 


L'énergie électrique est égale à l'intégrale de la puissance: 


w= j pdt (1-39) 


00 


Puissance 
p(t) 


Énergie 


Figure 1-14 Energie et puissance. 


1.5.2 Éléments de circuits électriques 


Pour établir le modèle d'un système électrique, on le «découpe» en plusieurs parties. 
Chaque partie sera représentée par un modèle qui est composé de plusieurs éléments 
de base. 


Pour définir les éléments de circuits électriques, on utilise les notions de paires de bor- 
nes et de multipóles. 
Bornes de connexion 


Dans un circuit électrique, les connexions entre les parties sont faites par des paires 
de bornes. Une paire de bornes comprend deux «fils de connexion» auxquels on attribue 
une tension v et un courant 1. 


< + 


Figure 1-15 Une tension v et un courant i sont 
attribués à une paire de bornes. 
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Multipóle 
Un multipóle est un élément électrique qui possède plusieurs paires de bornes. Ainsi, 
on a: 


e dipôle: élément à une paire de bornes, 

e quadripôle: élément à deux paires de bornes, 

e hexapôle: élément à trois paires de bornes, 

e etc. 
Les différents multipôles utilisés dans les circuits électriques sont définis dans la figure 
1-16. 


Multipôle 


Dipóle Quadripóle 
i i À 
+ + 


Figure 1-16 Définition des multipôles dans les circuits électriques 


Les multipôles sont caractérisés par les relations entre les tensions et les courants à 
ses paires de bornes: 


Pour un dipôle: v = f(i) 
o ii 
Pour un quadripôle: se n 12) 
va]  |£(11,12) 
Vi fi (13, i2, ss 1.) 
Pour un multipôle: Vo! = [121 12 in) 
va Lil) 


Ces relations sont appelées les caractéristiques v-1 du multipóle. 
La puissance délivrée à un multipôle est égale à: 


Les éléments de base utilisés dans la modélisation des systèmes électriques sont les 
éléments idéaux dont les caractéristiques sont basées sur les phénomènes physiques 
fondamentaux. On peut classifier les éléments électriques en deux catégories: 


- éléments actifs: source de tension, source de courant 


- éléments passifs: résistance, inductance, condensateur, transformateur idéal 
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1.6 Éléments actifs 


Les éléments actifs sont utilisés pour modéliser les sources d'énergie dans un système 
électrique. On définit deux sortes d'éléments actifs: source de tension et source de cou- 
rant. Les sources sont divisées en deux groupes: sources indépendantes et sources 
commandées. 


1.6.1 Sources indépendantes 


Les sources indépendantes possèdent des caractéristiques qui sont indépendantes des 
variables du circuit. 


Source de tension: élément idéal dont la tension aux bornes est égale à une fonction 
spécifique v, indépendamment du courant qui le traverse. 


Source de courant: élément idéal fournissant un courant égal à une fonction spécifi- 
que i, indépendamment de la tension à ses bornes. 


À noter que v, et i, peuvent être des constantes ou des fonctions du temps. 


Source de tension Source de courant 


Figure 1-17 Sources indépendantes. 


La convention de la polarité de la tension et du sens du courant utilisée pour les sour- 
ces est illustrée dans la figure 1-18. 


+ 
+ Sji : 
p = vi , p = vi 
Vs ——> ls V 
Source de tension Source de courant 


Figure 1-18 Convention de signe pour les sources. 


Cette convention de signe signifie que: «la puissance fournie par une source est positi- 
Ve». 


Une source peut fournir ou absorber de l'énergie: 
p > O : la source fournit de l'énergie 
p < 0 : la source absorbe de l'énergie 


La figure 1-19 montre quelques exemples de sources indépendantes. 
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Source de tension 
continue 


Source de tension 
sinusoïdale 


Source de courant 
triangulaire 


Source de courant 
(impulsion carrée) 
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24 V 


15 À 


Figure 1-19 Exemples de sources indépendantes. 


1.6.2 Sources commandées 


Les sources commandées sont des sources de tension et des sources de courant dont 
la valeur dépend d'une tension ou d'un courant dans une autre partie du circuit. 


Les sources commandées sont des éléments à deux paires de bornes: une paire est l’en- 
trée et l’autre est la sortie. 


Une source commandée est définie par la relation entre la tension (ou le courant) de 
sortie et la tension (ou le courant) d’entrée. 


Les différents types de sources commandées sont définis dans la figure 1-20. 
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| | 
| 
ot + 
par une tension I Vs HV4 
| = | 
| 5 | 
nes 


== — — — — =] 


L 
Source de tension u = constante (sans dimension) 
commandée A = A 


] 
! l 
no + 
par un courant ! 4 mi l 
l Š | 
j | 


fm = constante (dimension R) 


PR N VEN E R S 7 
A i 
| + | 
v 
par une tension E Im: 0 
| l 
| j l 
ses 
L'un nt, is ve" id 
Source de courant Im = constante (dimension G) 


commandée 


| | 
| | 
| ; | 
par un courant 1 H al l 
| l 
| | 


A A = m J 


L 
a = constante (sans dimension) 


Figure 1-20 Les quatre types de sources commandées. 


Remarque: Dans les sources commandées, la dépendance est unilatérale. 


1.7 Éléments passifs 
Les éléments passifs comprennent essentiellement la résistance, l'inductance, le con- 
densateur et le transformateur idéal. 


On adopte la convention de signe suivante pour les éléments passifs: «la puissance ab- 
sorbée par un élément est positive». 


ee 


Figure 1-21 Convention de signe pour les 
éléments passifs. 


Un élément passif peut absorber ou fournir de l'énergie: 


+ p > 0: l'élément absorbe de l'énergie 
e p< 0: l'élément fournit de l'énergie 
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1.7.1 Résistance 
La résistance est un élément idéal à deux bornes défini par la relation v-i suivante: 
v = Ri (1-41) 


Dans cette relation, R est une constante appelée résistance. L'unité de résistance est 
Ohm (Q). 


R 
Figure 1-22 Résistance. | 
On peut écrire (1-41) sous la forme suivante: 
i = (Ev = Gv (1-42) 


où G = 1/R est la conductance. L'unité de conductance est Siemens (S). 
La puissance dans une résistance est égale a: 


2 v? 
p = vi = Ri = R (1-43) 


La puissance dans une résistance est toujours positive, ce qui signifie que la résistance 
absorbe toujours de l'énergie. C'est un élément dissipateur d'énergie. 


Exemple 1-1 Tension, courant, puissance et énergie dans une résistance 
Soit une résistance R = 5 Q. Une source de tension carrée d'amplitude 10 V est appli- 
quée à ses bornes. 


Figure 1-23 Une résistance alimentée par une source de tension carrée. 
La relation entre la tension v et le courant i de la résistance R est: v = 51 
La puissance dissipée dans cette résistance est: p = vi= 5i = — 


L'énergie dissipée dans cette résistance est: 


2 
w=f pdt = Í vidt = f sidt = | at 


La figure 1-24 montre la tension, le courant, la puissance et l'énergie dans la résistance 
R en fonction du temps. 
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Tension 


Courant 


Puissance 


Énergie 


Figure 1-24 Tension, courant, puissance et énergie dans la résistance R. 


1.7.2 Inductance 


L'inductance est un élément idéal à deux bornes défini par la relation v-i suivante: 
y = LA (1-44) 
où L est une constante appelée inductance. L'unité d'inductance est Henry (H). 


Ainsi, la tension aux bornes d’une inductance est proportionnelle au taux de variation 
du courant qui la traverse. 


Figure 1-25 Inductance 
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À partir de (1-44), on écrit: 
je pj vdt (1-45) 
ou encore: 
= [fo vat+ f vat = OS (1-46) 


où i(tp) est le courant dans l'inductance à l'instant to. 


L'énergie dans une inductance est obtenue en intégrant la puissance: 


ya [ vidt = Í Lidi 


Si i(—-o) = O alors: 


Li 


t 
2 2) = SLI (D - SLI” o) (1-47) 


W 


LPW (1-48) 


L'inductance est un élément accumulateur d'énergie. Elle peut absorber ou fournir de 
Pénergie. 


Exemple 1-2 Tension, courant, puissance et énergie dans une inductance 
Soit une inductance L = 0.2 H. Une source de tension carrée d'amplitude 10 V est con- 
nectée à ses bornes. 


Figure 1-26 Une inductance alimentée par une source de tension carrée. 


La relation entre la tension v et le courant i de l’inductance L est v = 0.25 ou bien 
1= 3 j vdt 
— 00 


La puissance délivrée à l'inductance est: D=v1= o.2idi 


dt 
L'énergie emmagasinée dans cette inductance est: 


sde or .2 2 .2 
w= [ pdt = 0.2 | idi = 0.11 |, = 0.11 (t)-0.11(-o0) = 0.11 (t) 


La figure 1-27 montre la tension, le courant, la puissance et l'énergie dans l’inductance 
L en fonction du temps. 
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Figure 1-27 Tension, courant, puissance et énergie dans l’inductance L. 


1.7.3 Condensateur 


Le condensateur est un élément idéal à deux bornes défini par la relation v-i suivante: 
Lo (1-49) 


où C est une constante appelée la capacité. L'unité de capacité est Farad (F). 


Ainsi, le courant qui traverse un condensateur est proportionnel au taux de variation 
de la tension à ses bornes. 


Figure 1-28 Condensateur. 
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À partir de (1-49), on écrit: 
v= 2 [ia (1-50) 
ou encore: 
y = f. ides à fiat = vto) idt (1-51) 


où v(tp) est la tension aux bornes du condensateur à l'instant to. 


L'énergie dans un condensateur est obtenue en intégrant la puissance: 


t 
w= f vidt = [ Cvdv = İcv?°| _ = cv?) - icv? (-0) (1-52) 
E eS 2 ko 2 2 
Si v(-o) = O alors: 
w= lc) (1-53) 


Le condensateur est un élément accumulateur d'énergie. Il peut absorber ou fournir de 
l'énergie. 


Exemple 1-3 Tension, courant, puissance et énergie dans un condensateur 
Soit un condensateur C = 1000 uF. Une source de courant carré d'amplitude 0.5 A est 
connectée à ses bornes. 


Is vV C = 1000 uF 


Figure 1-29 Un condensateur alimenté par une source de courant carré. 


La relation entre la tension v et le courant i du condensateur est i = 10d, ou bien 


dt 
dis 1000 f idt 


3, dv 


La puissance délivrée au condensateur C est: p = vi = 10 di 


L'énergie emmagasinée dans ce condensateur est: 


21 2 2 
= j pdt = 10" f vdv = 10 z o OT ER) | = 0.5x10 °v?(t) 


La figure 1-30 montre le courant, la tension, la puissance et l'énergie dans le conden- 
sateur C = 1000 uF en fonction du temps. 
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Figure 1-30 Courant, tension, puissance et énergie dans le condensateur C. 


1.7.4 Transformateur idéal 


Le transformateur idéal est un élément à deux paires de bornes qui représente le cou- 
plage mutuel entre deux bobines dans un système électrique. Les relations entre les 
tensions et les courants d’un transformateur idéal sont: 


la 


où a est défini comme le rapport de transformation du transformateur. 


a:1 
Ho ar s e o a 
+ 1° . + 
VA | | V2 
ai ke 
` _ . . | L | y 
Figure 1-31 Transformateur idéal. Primaire Secondaire 
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Exemple 1-4 Tension et courant d’un transformateur 
Une source de tension v, est connectée au primaire d’un transformateur de rapport a 
= 4. Une résistance R est connectée au secondaire du transformateur. 


(RE S 


Figure 1-32 Un transformateur avec une charge résistive. 


On a: 
Vi = V = 4v3 
La tension au secondaire est égale à: 


S 


4 4 


Vi y 
Vo = — 


Le courant au secondaire (dans la résistance R) est égal à: 
VR Vs 
RER AR 

Le courant au primaire (dans la source v,) est égal a: 


ir ORRO (RD) v 
ls = Re a 


4 4 4 16R 


1.8 Amplificateur opérationnel 


L’amplificateur opérationnel est un composant électronique complexe, disponible sous 
forme de circuit intégré, que l’on appelle communément «ampli op». Un amplificateur 
opérationnel est constitué de plusieurs éléments: transistors, diodes, résistances, con- 
densateurs. Les amplificateurs opérationnels sont utilisés comme éléments actifs dans 
les circuits électroniques analogiques pour réaliser diverses fonctions: amplificateur, 
oscillateur, filtre, comparateur, sommateur, etc. 

Il existe plusieurs sortes d'amplificateur opérationnel. La plus utilisée est un amplifica- 
teur de tension avec des caractéristiques proches des caractéristiques idéales: gain très 
élevé, impédance d'entrée très élevée, impédance de sortie très faible. 

La figure 1-33 montre un amplificateur opérationnel réel (le uA741) avec son circuit in- 
terne et ses caractéristiques. 
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schematic 
Vcc+ 
IN- 
OUT 
IN+ 


Component Count 
Transistors-22 
Resistors -11 
Diode -1 
Capacitor -1 


Circuit interne 


OFFSET N1 
OFFSET N2 = 


uA741M ... JG PACKAGE 
uA741C, uA7411...D OR P PACKAGE 


(TOP VIEW) 


Boîtier 


Connexions externes 


OFFSET Nil] 1 8 [] NC 
IN-Ų 2 7U Vcc, 
IN+ [3 6 |] OUT 
Vcc- 5 [] OFFSET N2 


Av = 100000 
BW = 100 Hz 
Ri = 1MQ 

Ro = 100 Q 


OUT 
IN+ Caractéristiques 


Symbole 


Source: Texas Instruments Inc. 
Figure 1-33 Le uA741 - Un amplificateur opérationnel réel. 


(Remarque: Le uA741 est l’amplificateur opérationnel le plus utilisé de tous les temps!) 
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Le modèle d’un amplificateur opérationnel idéal est une source de tension commandée 
par une tension tel qu'illustre la figure 1-34. 


Figure 1-34 Amplificateur opérationnel idéal. À = gain en tension 


Dans ce modèle, v; est la tension d'entrée, v, est la tension de sortie, et A est le gain en 
tension de l’amplificateur opérationnel. 

On peut ajouter au modèle idéal deux résistances (R; et R¿) qui représentent les résis- 
tances d'entrée et de sortie. On obtient ainsi un «modèle simple» d’un amplificateur opé- 
rationnel, illustré dans la figure 1-35. 


Figure 1-35 Modèle simple d'un ampli- 
ficateur opérationnel. 


A = gain en tension 
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Exercices 


1.1 Une source de tension v, est connectée aux bornes d'une résistance de 10 Q. 


Figure E1.1 


Déterminer et tracer en fonction du temps la tension, le courant, la puissance et l’énergie 
dans cette résistance. 


1.2 Une source de tension v, est connectée aux bornes d’un condensateur de 250 uF. 


Figure E1.2 


Déterminer et tracer en fonction du temps la tension, le courant, la puissance et l'énergie 
dans ce condensateur. 


1.3 Une source de tension v, est connectée aux bornes d'une inductance de 100 mH. 


Figure El.3 


Déterminer et tracer en fonction du temps la tension, le courant, la puissance et l’énergie 
dans cette inductance. 
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1.4 Soit le circuit montré dans la figure E1.4. 


Vs 
24 V 
R 401; 
t 
0 0.1 Ss 
= 100 Q L = 200 mH 


Figure El.4 


Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i}, le courant i, et lénergie accumulée 
dans l'inductance L. 


1.5 Soit le circuit montré dans la figure E1.5. 


l4 IL 
+ 
+ 
| o + | mb À 


C = 200 uF R = 60 0 


Figure E1.5 


Déterminer et tracer en fonction du temps la tension ve, la tension vp, l'énergie dissipée 
dans la résistance R et l'énergie accumulée dans le condensateur C. 


1.6 Une résistance de 20 Q est connectée à une source de tension sinusoïdale par l’intermédiai- 
re d’un transformateur idéal de rapport 5. 


Figure E1.6 


Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1,, le courant 1, et la puissance dissi- 
pée dans la résistance R. 
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1.7 


1.8 


Une source de tension v, alimente trois éléments R, L, C connectés en série. 


L=250mH C=10004F R=200 
Figure El.7 
La tension v, aux bornes de l'inductance est donnée dans la figure E1.7. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps les tensions vc, VR et vs. 


b) Déterminer et tracer en fonction du temps la puissance et l'énergie fournies par la source 
v 
S° 


Remarques: 
- Le même courant circule dans les trois éléments R, L, C. 


- La tension v, est égale à la somme des tensions VL, Ve et Ve: VS = VL+Ve+vR 


Soit le circuit montré dans la figure El.8. 


Figure E1.8 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la puissance dissipée dans la 
résistance Ra. 


b) Déterminer et tracer en fonction du temps la puissance fournie par la source v,. Compa- 
rer avec la puissance dissipée dans la résistance Ro. 
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Chapitre 2 


LOIS ET THÉOREMES DE CIRCUITS 


Dans ce chapitre, les lois fondamentales qui régissent les relations entre les variables 
des circuits électriques sont étudiées. Les théorèmes de Thévenin et de Norton qui per- 
mettent de déterminer les équivalents d’un circuit sont présentés et appliqués à des cir- 
cuits résistifs simples. La notion de linéarité des circuits électriques est introduite. 


2.1 Branches et noeuds d’un circuit électrique 


Un circuit électrique (ou un réseau électrique) est un ensemble d'éléments idéals (in- 
cluant les sources et les éléments passifs) qui sont connectés ensemble de façon à cons- 
tituer le modèle d’un système électrique. 


Les éléments constituent des branches du circuit. 
Les points de connexion des éléments sont appelés les noeuds du circuit. 


a Branches 


Noeuds 


Figure 2-1 Branches et noeuds d’un circuit électrique. 


Dans chaque branche du circuit, on peut définir une variable «tension v» et une variable 
«courant 1» en utilisant la convention de signe montrée dans la figure 2-2. 


Figure 2-2 Convention de signe pour un élément à deux bornes. 
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2.2 Lois de Kirchhoff 


Les relations entre les courants à un noeud et entre les tensions dans un parcours fer- 
mé d'un circuit électrique sont définies par les deux lois de Kirchhoff: loi des courants 
et loi des tensions. 


2.2.1 Loi des courants 


La loi des courants de Kirchhoff est énoncée comme suit: 
La somme algébrique des courants à un noeud d’un circuit électrique est égale à zéro. 
On écrit: 
N 
> 1, = O à un noeud (2-1) 
k= 1 
On applique la convention de signe suivante: 
e courant qui arrive à un noeud: signe + 
e courant qui quitte un noeud: signe - 


l-lo-i3tig-ls = 0 


au noeud À 


Figure 2-3 Loi des courants de 
Kirchhoff. 


On déduit que: 

La somme des courants qui arrivent à un noeud est égale à la somme des courants qui le 
quittent. 

Alors, pour le noeud A montré dans la figure 2-3, on peut écrire: 


On peut généraliser la loi des courants pour une surface fermée: 


La somme des courants qui entrent dans une surface fermée est égale à la somme des 
courants qui en sortent. 


2.2.2 Lois des tensions 


La loi des tensions de Kirchhoff est énoncée comme suit: 


La somme algébrique des tensions dans un parcours fermé d’un circuit électrique est éga- 
le à zéro. 


On écrit: 


N 
> Vr = O0 dans un parcours fermé (2-3) 
k= 1 
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On applique la convention de signe suivante: 

En suivant un sens donné sur le parcours: 
e sila borne + est rencontrée avant: la tension a le signe + 
e sila borne - est rencontrée avant: la tension a le signe - 


dans le parcours ABCDE 


V4 -V2 + V3 - V4 -Vs = 0 


Figure 2-4 Loi des tensions de Kirchhoff. 


On déduit que: 

La tension entre deux noeuds donnés est égale à la somme algébrique des tensions sur 
n'importe quel parcours qui relie ces deux noeuds. 

Alors, dans le circuit de la figure 2-4 la tension Vap peut être calculée en suivant les 
deux parcours ABCD et AED: 


Vap = Vi-Vot V3 = Vs + Va (2-4) 


Exemple 2-1 Application des lois de Kirchhoff à un circuit électrique 
Soit le circuit montré dans la figure 2-5. 


Figure 2-5 Un circuit à six éléments. 


Ce circuit comprend 2 sources et 6 éléments. Les tensions et les courants sont définis 
tel qu'indiqué dans la figure. 


En appliquant la loi des courants à des noeuds B, C et D on obtient les équations sui- 


vantes: 
1, +1) = 0 au noeud B 
-19+13-14+15= 0 au noeud C 
lg +igtis = O au noeud D 


En appliquant la loi des tensions aux parcours fermés ABCE, CEC et CDE on obtient 
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les équations suivantes: 


VS = Vi-Vo-Va dans le parcours ABCE 


V3+Va = 0 dans le parcours CEC 


Va = —VstVé dans le parcours CDE 


2.3 Dipôles équivalents 


Un dipôle est un circuit à une paire de bornes auquel on a attribué une tension v et un 
courant i. Un dipôle est défini par la relation entre la tension v et le courant i, v = Í(1), 
que l’on appelle la relation v-i. 


v =-2.5i + 10 


(a) (b) 


Figure 2-6 Un dipôle électrique. 
(a) Les variables d'un dipôle. (b) Un exemple de relation v-1. 


Deux dipôles sont définis équivalents si leurs relations v-i sont identiques. 
Le concept de dipôles équivalents (ou circuits équivalents) permet de simplifier l’analy- 


se lorsqu'on s'intéresse seulement aux variables externes du dipóle. 
2.3.1 Equivalent série de sources de tension 


Considérons deux sources de tension vs] et vs connectées en série. Le même courant 
circule dans les deux sources. 


Figure 2-7 Équivalent série de deux sources de tension. 


En appliquant la loi des tensions, on peut écrire: 


VER (2-5) 
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Par conséquent, l'équivalent de deux sources de tension connectées en série est une 
source de tension égale à la somme des deux sources. 


Ce résultat peut être généralisé au cas de plusieurs sources de tension en série. 


Remarque: Les sources de tension ne peuvent être connectées en parallèle car cette 
connexion ne respecte pas la loi des tensions de Kirchhoff. 


Exemple 2-2 Sources de tensions en série 
On connecte en série deux sources de tension: v,, = 20 et v¿, = 15sin(200011t). 
On obtient une source de tension équivalente égale à: 

Vs = Vs] + Vs2 = 20 + 15sin(2000r1t) 


Vs1 


+ 20 V 
Vs1 
0 t 


Figure 2-8 Équivalent de deux sources de tension en série. 


2.3.2 Équivalent parallèle de sources de courant 


Considérons deux sources de courant is] et 1,0 connectées en parallèle. Les deux sour- 
ces de courant ont la même tension à leurs bornes. 


. 


Figure 2-9 Équivalent parallèle de deux sources de courant. 
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En appliquant la loi des courants, on peut écrire: 

i= 141 +iso (2-6) 
Par conséquent, l'équivalent de deux sources de courant connectées en parallèle est 
une source de courant égale à la somme des deux sources. 
Ce résultat peut être généralisé au cas de plusieurs sources de courant en parallèle. 


Remarque: Les sources de courant ne peuvent être connectées en série car cette con- 
nexion ne respecte pas la loi des courants de Kirchhoff. 


Exemple 2-3 Sources de courant en parallèle 
On connecte en parallèle deux sources de courant: 1,1 = 10 mA et 1,49 = 20sin(2000n1t) 
mA suivant la connexion montrée dans la figure 2-10. 


ms 


(A) is (Y) is2z = 


Figure 2-10 Équivalent de deux sources de courant en parallèle. 


On obtient une source de courant équivalente de valeur: 
ls = 11 - 182 = [10 - 20sin(20001t)] mA 


2.3.3 Équivalent série d'¿éléments - Diviseur de tension 


Équivalent série de résistances 
Considérons deux résistances R} et R connectées en série tel que montré dans la figure 


2-11. 
Les courants dans les deux résistances sont identiques: i=i = 


À l’aide des lois de Kirchhoff, on écrit: 
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ne Reg = R1 + R2 


Figure 2-11 Équivalent série de deux résistances 


Cette relation v-1 est identique à celle d'une résistance unique Req dont la valeur est 
donnée par la relation suivante: 


Req = Ri+ Ro (2-8) 


La tension v à l'entrée est divisée en deux tensions v4 et v, aux bornes de chaque ré- 
sistance R, et R3. Ces tensions sont données par les relations suivantes: 


R; 
Vi — a (2-9) 
R,+R 
Ro 
Vo = RTE. TR x V (2-10) 
1 2 


Ces relations constituent la loi du diviseur de tension. 


Généralisation: Équivalent série de plusieurs résistances 


Pour le cas de N résistances connectées en série, 
- la résistance équivalente est égale à la somme de toutes les résistances 


- la tension aux bornes d’une résistance R, est donnée par la loi du diviseur de tension: 
Ry 

A (2-12) 
Req 


où v est la tension totale aux bornes des N résistances. 


Exemple 2-4 Diviseur de tension 
Une source de tension sinusoïdale v, = 120sin(500rt) est connectée à trois résistances 
en série. 


Figure 2-12 Exemple de diviseur 
de tension 
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La résistance équivalente des trois résistances en série est égale à: 
Reg = R1 + R2 + R3 = (15 + 25 + 20) Q = 60 Q 


Les tensions aux bornes de R;, R, et Rx sont données par la loi de diviseur de tension: 


R 
y, = ly, = Z> 120sin(500nt) = 30sin(500rt) 


R 
Vo = =2v, = == 120 sin(500xt) = 50sin(5007t) 


R 
V3 = Vs £5 120sin(500nt) = 40sin(500nt) 


Équivalent série d’inductances 


En utilisant la même approche pour les résistances, on détermine l'équivalent de deux 
inductances connectées en série comme: 


a SL 


Figure 2-13 Équivalent série de deux inductances. 


Les tensions v, et v, aux bornes des inductances en série sont données par la loi du 
diviseur de tension inductif: 


Lı 
Vi = ——Xxv (2-14) 
L, +L, 
2 (2-15 
er ess CN = 
A | 


Généralisation: Équivalent série de plusieurs inductances 
Pour le cas de N inductances connectées en série, 
- linductance équivalente est égale à la somme de toutes les inductances: 


Lea = L; +L>+...+Ly (2-16) 
- la tension aux bornes d'une inductance L, est donnée par la loi du diviseur de tension 
inductif: 
Lk 
Vi = —XxvV (2-17) 
Leg 


où v est la tension totale aux bornes des N inductances. 
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Équivalent série de condensateurs 
En utilisant la même approche pour les résistances, on détermine l'équivalent de deux 
condensateurs connectés en série comme: 


Ci1Co 
eq ` C+C, 


i4 
C4 
C 1% 
i2 
2 


V 
+ 
Eu 


Figure 2-14 Équivalent série de deux condensateurs. 


C (2-18) 


Les tensions v; et v, aux bornes des condensateurs en série sont données par la loi du 
diviseur de tension capacitif: 
C 
Vi = Me a x V (2-19) 
C, +C 
ED 
Ci 


> 2-20 
Tee 20 


Généralisation: Équivalent série de plusieurs condensateurs 
Pour le cas de N condensateurs connectés en série, 
- le condensateur équivalent est donné par: 

l _ 1 1 1 


— = ++... + 
Ceg Ci C3 Cn 


(2-21) 


- la tension aux bornes d'un condensateur C4 est donnée par la loi du diviseur de ten- 
sion capacitif: 


C 
VÍ = a x V (2-22) 


où v est la tension totale aux bornes des N condensateurs. 


2.3.4 Équivalent parallèle d’éléments - Diviseur de courant 


Équivalent parallèle de résistances 
Considérons deux résistances R} et R) connectées en parallèle tel que montré dans la 
figure 2-15. 


La même tension se retrouve aux bornes des deux résistances: v = Vy = Vo 
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i 
+ 
sE v Req R1 +R, 


Figure 2-15 Équivalent parallèle de deux résistances. 


À l’aide des lois de Kirchhoff, on écrit: 


ETO El a vo v 1 1 v v 
isiti = ete ERRES R (2-23) 
R, R, R, R ( RI R3 ) Req 
Ri +R, 
Cette relation v-i est identique à celle d'une résistance unique Req dont la valeur est 
donnée par la relation suivante: 
1 


Req R; R 


Il 
| 
E 
| 


(2-24) 


ou bien 


R I 2-25 
eq — R +R, ( E 


Le courant i a l’entrée est divisé en deux branches i; et 1,. Chaque courant peut être 
calculé: 


Ro 

a (2-26) 
1 2 

] R; 

i = p i (2-27) 
1 2 


Ces relations constituent la loi du diviseur de courant. 


Généralisation: Équivalent parallèle de plusieurs résistances 
Pour le cas de N résistances connectées en parallèle, 
- la conductance équivalente est égale à la somme de toutes les conductances: 


- le courant dans une résistance R; est donné par la loi du diviseur de courant: 
R G 
a si (2-29) 
Rk eq 


où i est le courant total. 
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Exemple 2-5 — Diviseur de courant 
Une source de courant i, = 1.5 A alimente trois résistances en parallèle. 


R,=10Q 
= R,=200 
R¿=500 


Figure 2-16 Exemple de diviseur de courant. 


La conductance équivalente des trois résistances en parallèle est donnée par: 


1 l 1 1 1 1 1 17 
Gea = R T it Cat Gs = RI*R R, 10° 260" 50 7 100 
On déduit la résistance équivalente: 
1 100 
RR, == ==> = 5.8820 
E Geg 17 
Les courants dans R;, R2, et R3 sont donnés par la loi du diviseur de courant: 
. _ Req; _ 5.882 
2 S AS (LS) 0882A 
ip = ei = 58821 5) = 0,4414 
R, S 20 
R 
iy = 4j = 28821 5) = 0.177A 
R3 50 


Équivalent parallèle d’inductances 
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En utilisant la même approche pour les résistances, on détermine l'équivalent de deux 


inductances connectées en parallèle: 
_ LiLo 
ue 
4 Litl, 


Figure 2-17 Équivalent parallèle de deux inductances. 


(2-30) 


Les courants 1, et 1) dans les inductances en parallèle sont donnés par la loi du diviseur 


de courant inductif: 
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e (2-31) 
T a X - 
Lo” 
| L} | 
iy i (2-32) 
Lı + Lo 


Généralisation: Équivalent parallèle de plusieurs inductances 


Pour le cas de N inductances connectées en parallèle, 
- linductance équivalente est donnée par: 


— = >+ >+.. + (2-33) 
- le courant dans une inductance L, est donné par la loi du diviseur de courant inductif. 
L 
y ==—3xi (2-34) 
Lk 


où i est le courant total. 


Équivalent parallèle de condensateurs 
En utilisant la même approche que pour les résistances, on détermine l'équivalent de 
deux condensateurs connectés en parallèle: 


i 
+ 
a l Cog = C1 +C2 


Figure 2-18 Équivalent parallèle de deux condensateurs. 


Les courants i; et ip dans les condensateurs en parallèle sont donnés par la loi du di- 
viseur de courant capacitif: 


x i (2-36) 


; Co . 

i = ———xi (2-37) 
C+C, 

Généralisation: Équivalent parallèle de plusieurs condensateurs 

Pour le cas de N condensateurs connectés en parallèle, 

- la capacité équivalente est égale à la somme des capacités: 


Ca Ostos Cr (2-38) 
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- le courant dans un condensateur C,, est donné par la loi du diviseur de courant capa- 
citif: 
| Ck à 
lk = xX] (2-39) 
eq 


où i est le courant total. 


2.3.5 Équivalent “source de tension - source de courant” 


Considérons un dipôle D (avec deux bornes A-B) composé d’une source de tension vs 
en série avec une résistance R,. 


D w à 
| A 
| + 
| + 
| Vs Y 
LE | 
Figure 2-19 Dipôle composé d’une source ] - 
de tension en série avec une résistance. AA | B 
La relation v-1 du dipôle s'écrit: 
v= Rii+v, (2-40) 
Cette relation peut être exprimée sous forme: 
| vV Vs 
1=—-— (2-41) 
Rs Rs 


Dans cette dernière relation, chaque terme du deuxième membre représente un cou- 
rant; 


v _ aa : = 7 à 
R courant dans une résistance R, avec la tension à ses bornes égale à v, 
S 


-V 
a = source de courant qui arrive au noeud A. 


S 
À partir de cette relation, on peut établir un circuit équivalent du dipôle D qui est cons- 
titué d'une source de courant 1, en parallèle avec une résistance égale à R, avec: 


i= (2-42) 


Figure 2-20 Dipôle équivalent composé 
d'une source de courant en parallèle avec 
une résistance. 


Cette équivalence peut être appliquée dans les deux sens pour convertir «une source de 
tension en série avec une résistance» en «une source de courant en parallèle avec une 
résistance» et vice versa. 
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La figure 2-21 montre l'équivalent source de tension-source de courant qui peut être uti- 
lisé pour simplifier l’analyse des circuits complexes. 


| Rs | l l pol 
A l 
| l + | 
l + l l 
I VWs | v —> l 
! | 
l j | | 
| a B | 
l Vs = Ris ! i 


Figure 2-21 Équivalent “source de tension-source de courant”. 


2.4 Théorèmes de Thévenin et de Norton 


Les théorèmes de Thévenin et de Norton permettent de déterminer le circuit équivalen 
d’un dipôle. 


2.4.1 Théorème de Thévenin 


Le circuit équivalent d’un dipôle D est constitué d’une source de tension vr en série ave 
une résistance Ry, avec: 
Vr= tension aux bornes du dipôle en circuit ouvert (lorsque le dipôle n'est pas 
connecté à un autre circuit), 
Rr= résistance équivalente du dipôle lorsque toutes les sources indépendantes 
du dipôle sont annulées. 


< 
—4 
< 


Figure 2-22 Équivalent de Thévenin. 


Remarque: 
e Source de tension de valeur O = court-circuit 


e Source de courant de valeur O = circuit ouvert 
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+ 
v¿=0V — Court-circuit 
Fi 2-23 A lati d i=0A — Circuit 
igure 2- innu ation des sources s ouvert 
de tension et de courant. | 


2.4.2 Théorème de Norton 
Le circuit équivalent d'un dipóle D est constitué d’une source de courant iy en parallèle 
avec une résistance Ry, avec: 
iy = courant en court-circuit du dipóle (courant qui circule dans un court-circuit 
reliant les deux bornes du dipôle), 
Ry = résistance équivalente du dipôle lorsque toutes les sources indépendantes 
du dipôle sont annulées. 


Figure 2-24 Équivalent de Norton. 
On peut remarquer que: 


- la résistance Thévenin Ry et la résistance Norton Ry sont identiques, 


- la source Thévenin et la source Norton sont reliées par: vp = Rain. 


Exemple 2-6  Équivalents Thévenin et Norton d'un dipôle 
Considérons le dipôle D montré dans la figure 2-25. 


Dipôle D' 


Figure 2-25 Un dipôle contenant une source 
de tension et des résistances. 


Pr oee — —— — — — 


Nous allons déterminer les équivalents Thévenin et Norton de ce dipôle en utilisant les 
définitions données plus haut. 
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La résistance Thévenin (ou la résistance Norton) du dipôle est la résistance équivalente 
vue aux bornes AB lorsque toutes les sources indépendantes du dipôle sont annulées: 


Ry = Ry = (1509 || 1009) = 600. 


Figure 2-26 La résistance Thévenin est 
obtenue en annulant toutes les sources 
du dipóle. 


La tension Thévenin est égale à la tension aux bornes AB en circuit ouvert, que l’on peut 
calculer en utilisant la loi du diviseur de tension: 


a DO y BN, 
(100 + 150) 


Figure 2-27 La tension Thévenin est la 
tension aux bornes A-B lorsque le dipóle 
est en circutt ouvert. 


| 
| 
| 
| 
| v) 100 Q IN 
| 
| 
| 


Figure 2-28 Le courant Norton est le courant 
dans un court-circuit aux bornes A-B. Y con J 


Les équivalents Thévenin et Norton du dipôle D ainsi obtenus sont montrés dans la fi- 
gure 2-29. 
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| Ry | | 

| A 
| 60Q | + 

| 7 | 

po WT V 

| z l 

| | da 

B 
t v7= 48 V 


Figure 2-29 Équivalents Thévenin et Norton du dipôle D. 
(a) Équivalent Thévenin. (b) Équivalent Norton. 


2.5 Transfert maximal de puissance 


Dans cette section, on considere le problème d'optimisation du transfert de puissance 
d'une source vers une charge résistive. 


Soit une source qui alimente une charge résistive Rop. On peut représenter la source 
par son équivalent Thévenin qui comprend une source de tension vr en série avec une 
résistance Rr. 


Source, Rr Charge 


Figure 2-30 Une source qui alimente une charge résistive. 


Le courant dans la charge est égale à: 


VF 


i= — (2-43) 
Re + Reh 
La puissance dans la résistance Rop est égale à: 
2 Yy 2 
Pon z Ren! 7 Rala R (2-44) 
On peut remarquer que cette puissance varie en fonction de la valeur de Reh. 
La dérivée de Pop par rapport à Rep est donnée par: 
2 2 
AP. 22 Ry Ren (2-45) 


A E Vr 
dRen (Re+ Rop)" 
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La puissance dans la charge est maximale lorsque To = 0, c'est à dire lorsque Reh 
c 
= Rr. 
La puissance maximale dans la charge sera: 
2 
— T - 
P,¡ (max) = Ro (2-46) 


La figure 2-31 montre la puissance P,; dissipée dans la charge en fonction de la résis- 
tance de charge Reh- 


0 Ry 2Rr 3Rr 4R7 


Figure 2-31 La puissance dans Roy en fonction de Rop 
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2.6 Linéarité des circuits électriques - Principe de superposition 


2.6.1 Définition de système linéaire 


Un système effectue une opération sur le signal d’entrée x pour donner le signal de sor- 
tie y. 
Systéme 
Entrée Sortie 
x F y 


F = opération effectuée par le système sur le signal d'entrée 


Figure 2-32 Un système est défini par l’opération qu'il effectue sur le signal d'entrée. 


Un système est défini par la relation entre la sortie y et l’entrée x: 

y = F(x) (2-47) 
Un système est dit linéaire si la relation entre la sortie y et l'entrée x possède les carac- 
téristiques suivantes: 


e Si l'entrée est multipliée par une constante a, la sortie sera multipliée par la même 
constante: 


Si X = y alors ax > ay 
e Si Pentrée est égale à une somme (x¡+x>), la sortie sera égale à une somme (y,+y3), 
avec y, est la sortie correspondante à x], et y, est la sortie correspondante à xo: 

Si X1 > y1 ET xa > ya alors X1*X2 > y1+y9 
Ces deux caractéristiques peuvent étre combinées en une seule qui s'énonce comme 
suit: 


Un système est linéaire si une combinaison linéaire de plusieurs fonctions appliquée a 
l'entrée produira à la sortie la même combinaison linéaire des sorties prises individuel- 
lement: 


Si x> y ET x: = Yo alors axı +bx => ayitbyo 


Exemple d'un systéme linéaire 
Considérons un système dont la relation entre l'entrée la sortie y et l’entrée x est: 


_ dx 
Y= at 


Figure 2-33 Un systeme linéatre. 


Nous vérifions le fonctionnement du systéme: 


x> Y alors ax > À fax] se 


dt dt dt 


Nous constatons que si l’entrée est multipliée par une constante «a» la sortie est multi- 
pliée par cette méme constante. 


50 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Continuons avec la deuxième propriété: 


d dx, dx, 
alors (x¡+x>) > al +X2] = ribera 


Nous constatons que si l'entrée est la somme de x, et xo, la sortie est la somme des 
E dx; dx, 
deux sorties individuelles — et —. 
dt dt 


Donc, ce système est un système linéaire parce qu'il possède les deux propriétés requi- 
ses. 


Exemple d’un système non linéaire 
Considérons un système dont la relation entre l’entrée la sortie y et l'entrée x est: 


y=x 


Figure 2-34 Un système non linéaire. 


Nous vérifions le fonctionnement du système: 


2 2 2.2 2 
XX alors ax > (ax) = a x ax 


Nous constatons que si l'entrée est multipliée par une constante «a» la sortie n'est pas 
multipliée par cette même constante. 


Continuons avec la deuxième propriété: 
2 2 
X1 > X1 et x2 > X3 


2 E LD 
alors (x1+x2) > (Ki +X9) = X+X2+ 2X,X9%X3] + Xo 


Nous constatons que si l'entrée est la somme de x} et x), la sortie n'est pas égale à la 
nn ce rc 
somme des sorties individuelles x] + x3 . 


Donc, ce système n'est pas un système linéaire parce qu'il ne possède pas les deux pro- 
priétés requises. 


2.6.2 Linéarité des circuits électriques 
On peut démontrer que les éléments R, L, C, transformateur idéal, et les sources com- 
mandées sont des éléments linéaires. 
Résistance: v = Ri 
- Étant donné v} = Ri; et vo = Rio 


- Si i = al + bi alors v = R(al; + biz) = aRi, + bRi = av; + bvo 
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Inductance: v = L= 
ma dt 
Étant donné Lai t pe 
- Étant donné v, = L-— et v, = L— 
l dt 2 dt 
Si i = ai, + bis al pda a pie b 
- Sii=ai io alors v = L—(ai 11) = aL— + bL— = av, + bv 
ES ES dt dt ‘1 2 
. _ Adv 
Condensateur: LC 
a dt 
i dv dv 
- Étant donné i, = C et i, = C 
1 dt 2 dt 
Si PA A a ena 
- Siv= av v» alors i = C—(av v») = aC-— = 4] 1 
1 g dt! 2 dt dt 17 2 
Transformateur idéal: Vp = Vs €t ip = is/a 


- Ces relations sont des relations linéaires parce que «a» est une constante. 


Sources commandées: 


- Dans une source commandée, la relation entre la sortie et entrée est linéaire 
parce que la multiplication par une constante est une opération linéaire. 


On peut constater que les circuits électriques qui contiennent seulement des éléments 
R, L, C, des transformateurs idéals et des sources commandées sont des combinaisons 
d'éléments linéaires. Les variables dans ces circuits respectent les lois linéaires (lois de 
Kirchhoff). Par conséquent, ces circuits électriques sont des systèmes linéaires. 


2.6.3 Principe de superposition 


Le principe de superposition découle directement des propriétés des systèmes linéaires. 
Pour les circuits électriques linéaires, ce principe s'énonce comme suit. 


Lorsqu'un circuit électrique linéaire est excité par plusieurs sources, l’analyse du cir- 
cuit peut être effectuée en considérant une seule source à la fois, les autres sources 
étant annulées. La réponse totale sera égale à la somme de toutes les réponses indivi- 
duelles. 
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Exemple 2-7 Analyse d’un circuit électrique par la superposition 
Soit le circuit montré dans la figure 2-35. On désire calculer la tension v, aux bornes 
de la résistance 150 Q. 


Figure 2-35 Un circuit alimenté par deux sources différentes. 


Réponse due à la source v, seule 


On annule la source de courant i, en la remplaçant par un circuit ouvert, comme illustré 
dans la figure 2-36. 


100 Q A 50 Q 


+ 
vs = 120 V( ) 


Figure 2-36 Réponse due à la 
source us seule. 


On calcule la tension v,, en appliquant successivement deux fois la loi du diviseur de 
tension: 


__ 150 
“x1 7 (150+50) AB 
RAB 100(150 + 50) 
jo ABe Ran = -100(150 +50) G - 66.672. 
0u: VAB = (Rig+100) 5 ‘AB (100+150+50) 
Alors: 


150 66.67 
AO AE A E SON 
“x1 = (150+50) (66.67 +100) 
Réponse due à la source i, seule 
On annule la source de tension v, en la remplaçant par un court-circuit, comme illustré 
dans la figure 2-37. 
La tension vz» est égale à 1501,. 


On calcule le courant 1,, en appliquant la loi du diviseur de courant: 


lun = 2a x 1 
x2  [(100]100)+150]+50 * 
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Alors: 


-50 


1.5A = -45V 
350 * 5 5 


Vio = 150 x 


Figure 2-37 Réponse due à la 
source 1, seule. 


Superposition 
La tension v, est égale a la somme des deux tensions v,, et v,, calculées séparément: 


X 


2.7 Analyse des circuits résistifs 


Les circuits résistifs sont des circuits qui contiennent seulement des sources et des ré- 
sistances. De façon générale, on peut appliquer les notions fondamentales des paragra- 
phes précédents (équivalents série et parallèle, équivalents Thévenin et Norton, lois de 
diviseurs de tension et de courant) pour réduire et simplifier le circuit afin de pouvoir 
calculer les tensions et courants dans le circuit. Lorsque le circuit est excité par plu- 
sieurs sources, on applique le principe de superposition pour séparer le problème com- 
plexe en plusieurs problèmes simples. 


L'exemple 2-8 illustre cette approche. 


Exemple 2-8 Analyse d’un circuit résistif 
Considérons un circuit résistif sans sources commandées. 


R=300 
A R256090 
Ra = 40 Q 
Ra = 100 Q 


Vs = 120sin(500rt) 


Figure 2-38 Un circuit résistif avec deux sources. 


On remplace les parties droite et gauche du circuit par leurs équivalents Thévenin, 
avec: 
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60 


Vaj = o x V, = 80sin(500rt) 
30x60 
Ro, = Q = 20Q 
T1 30+60 


Vo) = 100@x .5A = 50V 
Ry = 1009 


R3 =30 Q 
R, = 60 Q 
R3 = 40 Q 
R4 = 100 Q 
Vs = 120sin(500nt) 
i = 0.5 A 


Figure 2-39 Chaque partie du circuit est remplacée par son équivalent Thévenin. 


On peut calculer le courant 13 à partir de ce circuit équivalent simple: 


YPI 19 _ 80sin(5007t) - 50 


13 = Ra, + Ra + Rp = —>0+404 100 — = 0.5sin(5001t)-0.3125 


La tension va, est égale à: 


< 
| 


ac = Vri-Rris = 80sin(500nt)-20(0.5sin(500rt) - 0.3125) 


< 
Il 


70sin(500nt) + 6.25 
La tension vpe est égale à: 
Vie = Vro + Rrola = 90 + 100(0.5sin(5001t) -0.3125) 
Vi. = 20sin(500rt) + 18.75 
Les autres tensions et courants du circuit peuvent être calculés à partir de Va, et vis. 


Par exemple: 


1.67 sin(5001t)-0.21. 
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Exercices 


2.1 


2.2 


2.3 


Soit le circuit montré dans la figure E2.1 


Figure E2.1 


a) Identifier les noeuds et les branches du circuit. 
b) Identifier les variables tension et courant des éléments. 


c) Appliquer la loi des courants de Kirchhoff à tous les noeuds et la loi des tensions de Kir- 
chhoff à quelques parcours fermés du circuit. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.2. 


Vs 


Figure E2.2 


Vs = 150sin(120xt) 


a) Déterminer la résistance équivalente vue par la source vs. 


b) Utilisant les lois du diviseur de tension et du diviseur de courant, déterminer les cou- 
rants et les tensions dans chaque résistance du circuit. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.3. 


Figure E2.3 


a) Déterminer la résistance équivalente vue par la source vs. 


b) Utilisant les lois du diviseur de tension et du diviseur de courant, déterminer les cou- 
rants et les tensions dans chaque résistance du circuit. 
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2.4 Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.4. 


Figure E2.4 800 


a) Déterminer la résistance équivalente vue par la source de courant is. 


b) Utilisant les lois du diviseur de tension et du diviseur de courant, déterminer les cou- 
rants et les tensions dans chaque résistance du circuit. 


2.5 Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.5. 


Figure E2.5 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie gauche (bornes a-b) du circuit. 
b) À l’aide du résultat de a, déterminer le courant ix- 


2.6 Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.6. 


Figure E2.6 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie gauche (bornes a-b) du circuit. 
b) À l’aide du résultat de a, déterminer le courant ix. 
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2.7 


2.8 


2.9 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.7. 


40 Q 
+ 
“sf. ) O Ob 
120 Q 


Vs = 100cos(5007t) 


Figure E2.7 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin vu aux bornes a-b du circuit (sans la résistance R,). 


b) À l’aide du résultat de a, déterminer le courant ix- 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.8. 


Figure E2.8 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin vu aux bornes a-b du circuit (sans la résistance R,). 


b) À l’aide du résultat de a, déterminer la tension v.. 


Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.9. 


Figure EZ.9 Vs = 100 V 400 is = 2.5 A 


a) À l’aide des équivalents Thévenin et Norton, simplifier le circuit. Calculer le courant dans 
chaque résistance du circuit. 


b) Sans simplifier le circuit, calculer le courant dans chaque résistance du circuit en appli- 
quant le principe de superposition. 
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2.10 Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.10. 


Figure E2.10 
a) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie gauche (bornes a-b) du circuit. 
b) Déterminer l’équivalent Thévenin de la partie droite (bornes c-d) du circuit. 
c) À l’aide des résultats de a et b, déterminer le courant ix. 


d) Sans utiliser l'équivalent Thévenin, calculer le courant 1, en appliquant le principe de su- 
perposition. 


2.11 Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.11. 


Figure E2.11 


Calculer le courant i, en appliquant le principe de superposition. 


2.12 Soit le circuit résistif montré dans la figure E2.12. 


Figure B22 PAT NN La Le ne SR II AA Re 


a) Déterminer les équivalents Thévenin des parties gauche (bornes a-b) et droite (bornes c- 
d) du circuit. 


b) À l’aide des résultats de a, déterminer le courant ix- 


c) Sans utiliser l'équivalent Thévenin, calculer le courant 1, en appliquant le principe de su- 
perposition. 
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Chapitre 3 


FORMULATION 
DES ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE 


Dans ce chapitre, les méthodes de formulation des équations d'équilibre des circuits 
électriques sont présentées et appliquées à des circuits passifs et actifs. 


3.1 Topologie des circuits électriques 


Un circuit électrique (ou réseau électrique) est l’ensemble des éléments idéaux connec- 
tés de façon à constituer le modèle d’un système électrique. 

Le schéma d’un circuit électrique représente la structure avec laquelle les éléments 
sont connectés. Les propriétés d’un circuit électrique sont déterminées uniquement par 
cette structure de connexion que l’on appelle la topologie du circuit. Ses propriétés ne 
sont pas affectées par la modification de dimension et/ou de forme du schéma pourvu 
que la topologie soit respectée. 

Dans l’étude de la topologie des circuits électriques, on utilise le concept de graphe. Le 
graphe d'un circuit est obtenu en remplaçant tous les éléments par des lignes formant 
ainsi le squelette du circuit. 

Les lignes dans un graphe sont les branches. Les points de jonction de deux ou plu- 
sieurs branches sont les noeuds. 

On peut définir une direction de référence (du courant) pour chaque branche d’un gra- 
phe. 

Les parcours fermés qui ne renferment aucun autre sont les mailles. 

Un arbre est un ensemble de branches qui relient tous les noeuds sans former de par- 
cours fermé. 

Les cordes (ou compléments) sont les branches qui ne font pas partie d'un arbre. 


La figure 3-1 montre un exemple de graphe d’un circuit électrique. 
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Note: Les branches en pointillé sont les cordes 


Figure 3-1 Notion de graphe d’un circuit électrique. 
(a) Circuit. (b) Graphe. (c) Trois arbres. 


3.2 Équations d’équilibre 


Les variables «tensions» et «courants» d’un circuit électrique sont reliées par des équa- 
tions qui décrivent la topologie du circuit et aussi la nature de chacun des éléments. 
Ces équations sont les équations d'équilibre du circuit et comprennent: 


e les équations de courants à des noeuds (résultant de la loi des courants de Kir- 
chhoff) 


e les équations de tensions dans les parcours fermés (résultant de la loi des ten- 
sions de Kirchhoff) 


e les relations v-i des éléments. 


Avant d'établir les équations d'équilibre d’un circuit, on doit considérer deux questions 
importantes: 


- Quel est le nombre d'équations à écrire? 
- À quels noeuds et dans quels parcours faut-il appliquer les lois de Kirchhoff? 
Afin de pouvoir répondre à ces deux questions, on doit considérer en premier lieu le 


circuit de base qui est obtenu par l’annulation de toutes les sources indépendantes. 
On peut remarquer qu’une source de tension nulle est équivalente à un court-circuit et 
une source de courant nulle est équivalente à un circuit ouvert. 


Chapitre 3 Formulation des équations d'équilibre 61 


Ve=0V = Court-circuit 


is = 0 A = Circuit ouvert 
Figure 3-2 Annulation des sources 
de tension et de courant. 


Dans le circuit de base, posons: 


b = nombre de branches, 
n = nombre de noeuds, 
m = nombre de mailles. 


On peut établir la relation suivante entre les paramètres b, n et m: 
b=m+n-1 (3-1) 
Le nombre total de variables du circuit est égal a 2b comprenant b tensions et b cou- 


rants. Par conséquent, le nombre total d'équations à écrire doit être égal a 2b. Ces équa- 
tions sont: 


e b relations v-1 pour les b éléments 
e b équations de Kirchhoff 
Les b équations de Kirchhoff peuvent être établies en utilisant les observations suivan- 
tes: 
- Si la loi des courants est respectée aux (n-1) noeuds du circuit alors elle sera 
automatiquement respectée au dernier noeud du circuit. 
- Si la loi des tensions est respectée pour les m mailles du circuit alors elle sera 
automatiquement respectée pour tous les parcours fermés du circuit. 
Par conséquent, on doit écrire (n-1) équations de courants aux (n-1) noeuds et m équa- 
tions de tensions dans les m mailles. 


En résumé: 
Pour un circuit de b branches, m mailles, et n noeuds, on doit écrire 2b équations com- 
prenant: 

e b relations v-i des b éléments, 

e (n-1) équations de courants aux (n-1) noeuds, 

* m équations de tensions dans les m mailles. 


CIRCUIT ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE 
b branches > b relations v-i 

n noeuds ANN, (n-1) équations de courants 2b équations 
m mailles A m équations de tensions 


Figure 3-3 Le nombre d'équations à écrire est égal à deux fois le nombre de branches. 
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En insérant les b relations v-1 dans les équations de courants et de tensions, on obtien- 
dra b équations à b inconnues (b tensions ou b courants) que l’on doit résoudre. 


Exemple 3-1  Équations d’équilibre avec la méthode de base (méthode longue) 


Considérons le circuit montré dans la figure 3-4. 


Figure 3-4 Formulation des équations d'équilibre par la méthode de base. 
(a) Circuit. (b) Circuit de base. 


Le circuit de base est obtenu en annulant les deux sources v, et is. À l’aide du circuit 


de base, on peut identifier: 


e nombre de branches b = 5 
e nombre de noeuds n = 3 
e nombre de mailles m = 3 


Les équations d'équilibre du circuit sont: 


e dy 
v, =L. 2 
di 
2 
2 2 
5 relations v-i | 
dv 
4 
n= De 
4 “4 dt 
Vs = Rsis 
2 équations de courants 1, —19 +14 = O au noeud b 


au noeud c 


Vi+Vo+vs=0 dans la maille abc 
3 équations de tensions Vo + Va + Va = 0 dans la maille bcd 
Vi Va = Vs dans la maille abd 


En insérant les 5 relations v-i des éléments dans les équations de courants et de ten- 
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sions, on obtiendra un système de 5 équations à 5 inconnues que l’on doit résoudre: 


1 1 dv4 
L, L, dt 
1 CT 

D Pedro Rs © ie 
VitVo+vs = 0 
Vo+Va+va = 0 


Vi Va = Vs 


Minimisation du nombre d’équations 

La méthode de formulation des équations d'équilibre d’un circuit que nous venons de 
voir est simple et directe. Cependant, le nombre d'équations a écrire (et a résoudre) est 
grand (égal au nombre de branches du circuit). 


Il est possible de réduire le nombre d'équations à écrire pour un circuit donné en choi- 
sissant un ensemble de vanables indépendantes en fonction desquelles les variables du 
circuit peuvent étre exprimées. Les équations d'équilibre du circuit seront établies en 
fonction de ces variables indépendantes dont le nombre est réduit par rapport au nom- 
bre de branches. C'est précisément le principe des deux méthodes que l'on expliquera 
dans les deux prochains paragraphes: méthode des noeuds et méthodes des mailles. 


Dans la méthode des noeuds, on choisit un ensemble de (n-1) tensions indépendantes 
et on écrit (n-1) équations de courants aux (n-1) noeuds du circuit. Le nombre d'équa- 
tions sera donc égal à (n-1). 

Dans la méthode des mailles, on choisit un ensemble de m courants indépendants et on 
écrit m équations de tensions dans les m mailles du circuit. Le nombre d'équations sera 
donc égal à m. 


Pour minimiser l'effort de calcul, on devrait choisir la méthode qui donne le plus petit 
nombre d’équations. 


3.3 Méthode des noeuds 


Considérons le circuit de base montré dans la figure 3-5. 


Figure 3-5 Méthode des noeuds: choix des tensions nodales dans le circuit de base. 
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On choisit un noeud arbitraire comme noeud de référence (noeud d par exemple). 
Le potentiel du noeud de référence est considéré nul: v¿ = O. 


Les tensions entre les autres noeuds et le noeud de référence sont définies comme les 
tensions nodales du circuit: 


Va — Vad — Var Va 


Vb = Vba Pb vd 
Ve = Ved = Ve Va 


Les tensions dans les branches du circuit peuvent être exprimées en fonctions des ten- 
sions nodales: 


Vi = Var Vb 


Va = Va 


V3 = VE 
Va = Ve Vb 
Vs = Va- V 
V6 = V 
V7 = -V 


Ainsi, les tensions nodales forment un ensemble de tensions indépendantes en fonction 
desquelles les équations d'équilibre du circuit peuvent être établies. Pour un circuit de 
n noeuds, le nombre de tensions nodales est égal à (n-1) qui est plus petit que b. 


Les inconnues sont les (n-1) tensions nodales. Les équations à écrire sont les (n-1) 
équations de courants appliquées aux (n-1) noeuds du circuit. 


Les étapes de la méthode des noeuds sont: 
a. Définir les (n-1) tensions nodales v,, Vh, Ve, =- 
b. Exprimer les tensions dans les branches en fonction des tensions nodales 
c. Écrire (n-1) équations de courants pour les (n-1) noeuds 


d. Insérer les relations v-1 des éléments et les équations de l'étape b dans les équa- 
tions de courants de l'étape c 


On obtient ainsi un ensemble de (n-1) équations avec (n-1) inconnues qui sont les (n- 
1) tensions nodales. 


Exemple 3-2 Équations d'équilibre d'un circuit résistif avec la méthode des 
noeuds 


Considérons le circuit résistif montré dans la figure 3-6. 
Nous utilisons la méthode des noeuds pour établir les équations d'équilibre du circuit. 


- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. On choisit 
le noeud c comme noeud de référence. 


- On définit les deux tensions nodales va et vp. 
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Ry = 50 Q 
R2 = 250 Q 
R3 = 100 Q 
R4 = 200 Q 
R5 = 50 Q 
Vs = 80 V 
is = 1.2 A 
Vs2 = 120 V 


Figure 3-6 Méthode des noeuds appliquée à un circuit résistif. 


- On exprime les tensions dans les branches en fonction des tensions nodales: 


Vi = Vs Va 
Vo = V 
Va = Vb 
Vs = Vo” Vs2 
- On écrit les équations de courants aux noeuds a et b: 
iih- l =1, au noeud a 
i3-14-15 = 1, au noeud b 
- On écrit les relations v-1 des éléments: 
V] | Vo 


1 1 1 “3 ] E i Y5 
al DAD nn 
R; Ro R3 


Li “=> LE e 
4 5 
R4 Rs 


Va Vb _ Vb Vb- Ysa2 E 


Es R R s 
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(3-2) 


(3-3) 
(3-4) 


(3-5) 


(3-6) 


(3-7) 


(3-8) 


Ces deux dernières équations constituent les équations d'équilibre du circuit. Elles 


peuvent être exprimées sous la forme suivante: 


(a A SeSi 
Ri Ra Ry + BR? Rp + 


(3-9) 
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( 3 ( 1 1 =) VSD 
-| — vu +| = + — + — |v, = +1 (3-10) 
Ry © Rs Ra Ry ? R; ° 
Ou sous forme matricielle: 
—+—+ En ms v ae. 1 
Ri Ro Ra R3 en (3-11) 
A me 
Avec les valeurs numériques, cette équation devient: 
1 1 1 1 7 
EE E de besi 6-1. 
50 * 250 * 100 100 a A Re (3-12) 
1 1 1 1 
“109 100 200 sq. a 1er 
ou bien: 
0.034 -0.01||Val _ ¡0.4 (3-13) 
-0.01 0.035] | v5 3.6 
En résolvant pour v, et vp, on obtient: 
0.4 -0.01 0.034 0.4 
3.6 0.035 -0.01 3.6 
Va = m = 45.87V Vb = A = 115.96V 
0.034 -0.01 0.034 -0.01 
-0.01 0.035 -0.01 0.035 


Les tensions aux bornes des éléments du circuit sont calculées à partir de v, et Vp à 
Paide des relations (3-2). 
Les courants dans les éléments du circuit sont calculés à partir de v, et v;: 


i = ES = o = 0.683A 
i = E = SET = 0.1834 

Rs a : A = -0.701A 
ly = E = ZA = 0.580A 


Vi —V = 
i, = Ve? _ 115.96-120 _ 00811 
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Exemple 3-3 Équations d’équilibre d'un circuit général par la méthode des 
noeuds 


Considérons le circuit montré dans la figure 3-7. 


Figure 3-7 Établissement des équations d'équilibre par la méthode des noeuds. 
(a) Circuit: choix des tensions nodales. (b) Circuit de base. 


- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. On choisit 
le noeud d comme noeud de référence. 


- On définit les deux tensions nodales v, et ve- 

- On exprime les tensions dans les branches en fonction des tensions nodales: 
V1 = VS VD 
Vo = Vp—V 
V3 = V (3-14) 
Va = -Vp 
Vs = VTV 

- On écrit les équations de courants aux noeuds b et c: 

ij} -i +14 = 0 au noeud b (3-15) 

12-13-15 = -i au noeud c (3-16) 


- On écrit les relations v-i des éléments: 


3 1 f E 1 : V3 ¿ Ava ; Vs 
i} = = [v,dt = | dt la = => la = Cr = la == 
1 Li 2 Es 2 3 R3 4 4 dt 5 Rs 
- On remplace les relations v-1 dans les équations de courants: 
dv 
oÍ idt- À fvydt+ C2 = 0 (3-17) 
L, L, dt 
1 f V3 Vs 
— |vydt-=-> = -i (3-18) 
LJ? R Ry  * 


- On remplace les relations (3-14) dans les équations (3-17) et (3-18): 
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= fo -V jat- f -v _)dt- C i =0 (3-19) 
A s "b b; b ‘c dt 
1 Ve (Ve Vs) Z: i 
+ DIS JE "is nn 


Ces deux derniéres équations constituent les équations d'équilibre du circuit. Elles 
peuvent étre exprimées sous la forme suivante: 
Taisi h dist, E =p, [ve dt = 2 fvdt (3-21) 
L, L, de 


v 
des += 14=Ñ (3-22) 


Interprétation des équations nodales 

Les équations nodales sont les équations de courants écrites à l’aide de la loi de cou- 
rants de Kirchhoff. La signification de chacun des termes des équations (3-21) et (3-22) 
est indiquée dans la figure 3-8. 


Courants qui quittent le noeud b Courants qui arrivent 


au noeud b 
dus à vp dus à Yo dus aux sources 
dl 1 dv \ 
Noeud b ——> 1 — [vdt + — v dt + e Ve di Vs at 
N Y 


_ 


A nt ot nd + ur ur a e on + les 


Courants qui arrivent 


au noeud c 
dus à vp dus à ve dus aux sources 
/ a a 4 E A A y ‘S vS 
/ c EY 1 s 
Noeud c — œ» == vdi frere E Red + > 
\ b \ I7 Vs 


Figure 3-8 Signification des termes des équations d’équilibre obtenues par la 
méthode des noeuds pour le circuit de la figure 3-7. 


Les équations d'équilibre (3-21) et (3-22) peuvent être écrites sous forme matricielle: 


E fat+ L g [e +C% -E fat v| | fat 
1 1 1 v 

-— dt Ed + y E 

mi L, Ra Rsll© Re 


Dans cette équation, E et fa sont les opérateurs «Dérivée» et «Intégrale» que l’on peut 


a 1 ; a f 2.10 
représenter par «s» et«- » respectivement. L'équation (3-23) peut alors s'écrire sous la 
s 


forme suivante: 
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0. : v y 

o de, ee $ A 

Lis Lys S LaS _ L,s (3-24) 
Ru En 
L,s Las R} R5|L'S =" R5 


Interprétation de la forme matricielle des équations nodales 
Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des noeuds sont les équations de 
courants écrites aux (n-1) noeuds du circuit. Elles peuvent être exprimées sous forme 
matricielle: 
YV -=I (3-25) 

où V= vecteur des tensions nodales, dimension (n-1) x 1 

I = vecteur des courants qui arrivent aux noeuds, dus aux sources, dimension 

(n-1)x 1 

Y = matrice carrée, dimension (n-1) x (n-1) 
La matrice Y est appelée matrice d'admittance du circuit. 


La matrice Y est symétrique. Les éléments dans la diagonale sont positifs. Les autres 
éléments (hors diagonale) sont négatifs. 


Interprétation de la forme matricielle des équations nodales d’un circuit résistif 
Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des noeuds sont les équations de 
courants écrites aux (n-1) noeuds du circuit. Pour un circuit résistif, ces équations peu- 
vent s'écrire sous la forme matricielle: 
GV =I (3-26) 

où V= vecteur des tensions nodales, dimension (n-1) x 1 

I = vecteur des courants qui arrivent aux noeuds, dus aux sources, dimension 

(n-1)x 1 

G = matrice carrée, dimension (n-1) x (n-1) 
La matrice G est appelée matrice de conductance du circuit. 


Courants 
Tensions arrivants aux noeuds 
Conductances nodales dus aux sources 
Noeud 1 G41 -G42 -G43 see “Gi x Vi l4 
Noeud 2 -G34 Ga -G23 Sees “Ga, Vo l2 
Noeud 3 | -G34 -G32 G33 *** -G3x| X| Y3] = l3 
Noeud x “Ga “Gr Ga °°° Gy Vy lx 
Noeud 1 Noeud 3 
Noeud 2 PERO Note: x = (n-1) 


Figure 3-9 Signification des éléments des équations d'équilibre obtenues par la 
méthode des noeuds pour un circuit résistif. 
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e La matrice G est symétrique. 

e Les éléments dans la diagonale de la matrice G sont positifs: 
G;¡1 = Somme de toutes les conductances reliées au noeud 1 
G22 = somme de toutes les conductances reliées au noeud 2 
G33 = somme de toutes les conductances reliées au noeud 3 


Gxx = somme de toutes les conductances reliées au noeud x. 


e Les autres éléments (hors diagonale) de la matrice G sont négatifs: 


Q 
D 


= somme de toutes les conductances reliant noeud 1 au noeud 2 
G,3 = somme de toutes les conductances reliant noeud 1 au noeud 3 


G¡x = somme de toutes les conductances reliant noeud 1 au noeud x 
G,3 = somme de toutes les conductances reliant noeud 2 au noeud 3 
G24 = somme de toutes les conductances reliant noeud 2 au noeud 4 


+ Les éléments du vecteur I sont les courants qui arrivent aux noeuds, dus aux sources: 
I} = somme de tous les courants qui arrivent au noeud 1, dus aux sources 
l = somme de tous les courants qui arrivent au noeud 2, dus aux sources 


I, = somme de tous les courants qui arrivent au noeud x, dus aux sources 


3.4 Méthode des mailles 


Considérons le circuit de base montré dans la figure 3-10. 


3 5 © 
il 
ap À 


Figure 3-10 Méthode des mailles: définition des courants circulatoires 
dans le circuit de base. 


On imagine quatre courants ],, Jo, ja, et ja qui circulent uniquement dans chacune des 
imagine q Ji» J2: J3; €t J4 q q 

quatre mailles du circuit. Ces courants sont définis comme les courants circulatoires du 
circuit. 


Les courants dans les branches du circuit peuvent être exprimés en fonctions des cou- 
rants circulatoires: 
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lala 
i2 = Ji Jo 
ig = J2-J3 
i4 = Ja4—J3 
ls = Ja 
i6 = J3 
= it 


Ainsi, les courants circulatoires forment un ensemble de courants indépendants en 
fonction desquels les équations d'équilibre du circuit peuvent être établies. Pour un cir- 
cuit de m mailles, le nombre de courants circulatoires est égal à m qui est plus petit 
que b. 


Les inconnues sont les m courants circulatoires. Les équations à écrire sont les m 
équations de tensions appliquées aux m mailles du circuit. 


Les étapes de la méthode des mailles sont: 
a. Définir les m courants circulatoires j1, J2, J3, -= 
b. Exprimer les courants dans les branches en fonction des courants circulatoires 
c. Écrire m équations de tensions pour les m mailles 


d. Insérer les relations v-i des éléments et les équations de l'étape b dans les équa- 
tions de tensions de l'étape c 


On obtient ainsi un ensemble de m équations avec m inconnues qui sont les m cou- 
rants circulatoires. 


Exemple 3-4 Équations d’équilibre d'un circuit résistif par la méthode des 
mailles 


Nous allons analyser le même circuit que lexemple 3-2 avec la méthode des mailles. 


İs 


R; = 50 Q 
R, = 250 Q 
R; = 100 Q 
R4 = 200 Q 
Rs = 90 Q 
Vs = 80 V 

is = 1.2 A 

Vs2 = 120 V 


Figure 3-11 Méthode des mailles appliquée à un circuit résistif. 


- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. 
- On définit les trois courants circulatoires j4, Ja, et J3. 


- On exprime les courants dans les 5 branches en fonction des 2 courants circulatoires: 
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l =J 


i2 = Ji —J2 

iz = jo—is (3-27) 
la = J2-33 

g=] 


- On écrit les équations de tensions dans les mailles 1, 2, et 3: 


Vit+tVo = Vs dans maille 1 (3-28) 
Va + Va Vo =0 dans maille 2 (3-29) 
Va -V4 = Vo dans maille 3 (3-30) 


- On écrit les relations v-1 des éléments: 


- On remplace les relations v-1 dans les équations de tensions: 


Rii +Roïo = VS (3-31) 
R3iz + Raïg — Rois = O (3-32) 
Rsis-Raiy = -V2 (3-33) 
- On remplace les relations (3-27) dans les équations (3-31), (3-32) et (3-33): 
R1J1+R201-J2) = Vs (3-34) 
R3092- 13) + R402-33)-R201 -J2) =0 (3-35) 
R5j3 — R4U2 —J3) = -Vs2 (3-36) 


Ces trois dernières équations constituent les équations d'équilibre du circuit. Elles 
peuvent être exprimées sous la forme suivante: 


(Ri + R3) — Rojo = Vs (3-37) 
—R;j, + (Ro + Ra + Ra)jo - Raj; = Ral, (3-38) 
— Rajo + (Ra + R5)j3 = Vo (3-39) 
Ou sous forme matricielle: 
R,+R; —R, O jı V; 
-R Ro+tR3+Ra -Ra |ljol = [Rai (3-40) 
O Ra R¿+Rsiligl  |-Vs2 


Avec les valeurs numériques, cette équation devient: 


50 + 250 -250 o | 80 
-250 250+100+200 -200 |ljo| = |100 x 1.2 (S-41) 
O -200 200 + 50] |j; -120 


ou bien: 
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300 -250 O |W 80 
-250 550 -200||j:| = | 120 (3-42) 
O -200 250]|j,| |[-120 


En résolvant cette équation matricielle, on obtient: 
ji = 0.683 A j2 “0.499 A j3 = -0.081 A 


Les tensions et courants du circuit peuvent être calculés à partir des courants circula- 
toires j1, J2 et j3. 


Par exemple: 
Vac = Rolo = R201 -J2) = 250(0.683 - 0.499) 


46 V 


Exemple 3-5 Équations d’équilibre d'un circuit général par la méthode des 
mailles 

Considérons le circuit montré dans la figure 3-12. 

- À l’aide du circuit de base, on détermine 5 branches, 3 noeuds et 3 mailles. 

- On définit les trois courants circulatoires jų, Jọ, et J3. 


Figure 3-12 Formulation des équations d'équilibre par la méthode des mailles. 
(a) Circuit: définition des courants circulatoires. (b) Circuit de base. 


- On exprime les courants dans les 5 branches en fonction des 2 courants circulatoires: 


ii =J1-J3 

i2 = J2—J3 

iz = jo (3-43) 
la = Jo ji 

15 =]3 


- On écrit les équations de tensions dans les mailles 1, 2, et 3: 


Vi- V4 = Vs dans maille 1 (3-44) 
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Vo + Va + Va = 0 dans maille 2 (3-45) 
Vi+Vo+vVs = O dans maille 3 (3-46) 
- On écrit les relations v-1 des éléments: 
di, dis 1 f. : 
- On remplace les relations v-i dans les équations de tensions: 
di ır 
Lie a fadt = Y, (3-47) 
di ; 1 r. 
di, dis | 
- On remplace les relations (3-43) dans les équations (3-47), (3-48) et (3-49): 
Li Sr ai= a [02-jpat = Ve (3-50) 
Ca 
e < lfe 2 : 
LR faz -j;)dt = -Rai, (3-51) 
Li $G; -j3) + La Go -j3)+ R5(-j3) = O (3-52) 


Ces trois dernières équations constituent les équations d'équilibre du circuit. Elles 
peuvent être exprimées sous la forme suivante: 


dj, ıc ie dj3 
nat qe dt nl, = 3-53 
a to fr Cart PT ) 
1 dj» 1 dj 
+ dt+ Loge + Rajat zz fiat Lo = -Rais (3-54) 
dji _ dj dj dj 


Interprétation des équations de mailles 
Les équations de mailles sont les équations de tensions écrites à l’aide de la loi de ten- 
sions de Kirchhoff. La signification de chacun des termes des équations (3-53), (3-54) 
et (3-55) est indiquée dans la figure 3-13. 
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Tensions dans 


: | maille 1 
Tensions dans maille 1 £ 


dues à j, dues àj ij aoe à ja dues aux sources 
Maille 1 ———> IL CE l fad fasi dt L dis, =" E 
aille += V: 7 ee 
No dt Cd, ‘Ca del. S 
Tensions dans 
Tensions dans maille 2 maille 2 
ss à hi dues Aja | dues àj dues aux sources 
Maille 2 ga L - dia R l dt- L dla En K 
— 2 dE + rf E TI too 
: . Tensions dans 
Tensions dans maille 3 maille 3 
a jų dues à j, dues à j3 o dues aux sources 
i di» ” dio, “dj dj Ta gA 
Maille 3 E T NT Sp E on 
lat, OT TT 2at 53, i 


— — = A a a a a a ~. 


Figure 3-13 Signification des termes des équations d'équilibre obtenues par la 
méthode des mailles pour le circuit de la figure 3-12. 


Les équations d'équilibre (3-53), (3-54) et (3-55) peuvent être écrites sous forme matri- 


cielle: 
e Ai > far LS Jı Vs 
ES a a Lo + Ra + = fat -g (iF -Rais (3-56) 
-L$ Le + Los + Ro j3 0 


Dans cette équation, 2 et fat sont les opérateurs «Dérivée» et «Intégrale» que l’on peut 


z 1 i : : Re 
représenter par «s» et« = » respectivement. L'équation (3-56) peut alors s'écrire sous for- 
S 


me: 
1 1 jı vV 
L -L a 
pe C,s C4sS 1 
1 1 Ja = -Ri (3-57) 
par de. —L,s 2 3*s 


Interprétation de la forme matricielle des équations de mailles 
Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des mailles sont les équations de 
tensions écrites pour les m mailles du circuit. Elles peuvent étre exprimées sous forme 
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matricielle: 
ZJ =V (3-58) 
où J = vecteur des courants circulatoires, dimension m x 1 
V = vecteur des tensions dans les mailles, dues aux sources, dimension m x 1 
Z = matrice carrée, dimension m x m 
La matrice Z est appelée matrice d'impédance du circuit. 


La matrice Z est symétrique. Les éléments dans la diagonale sont positifs. Les autres 
éléments (hors diagonale) sont négatifs. 


Interprétation de la forme matricielle des équations de mailles d'un circuit résis- 
tif 

Les équations d'équilibre obtenues avec la méthode des mailles sont les équations de 
tension écrites pour les m mailles du circuit. Pour un circuit résistif, ces équations peu- 
vent s'écrire sous la forme matricielle: 


RI = V (3-59) 
où I = vecteur des courants circulatoires, dimension m x 1 


V = vecteur des tensions dans les mailles, dues aux sources, dimension m x 1 
R = matrice carrée, dimension m x m 
La matrice R est appelée matrice de résistance du circuit. 


Tensions 
Courants dans les mailles 


Résistances : a 
circulatoires dues aux sources 


Maille 1 Ri -Riz Ria +. -Rim l4 V4 
Maille 2 | -R34 Roo -Rog *** -Rom lo Vo 
Maille 3 -R34 -R32 Rss *** -Ram| X| ls | = |v 
Maille m |-Rm1 -Rm2 -Rm3 °°° Rmm Im Vm 
Maille 1 Maille 3 
Maille 2 Maille m 


Figure 3-14 Signification des éléments des équations d'équilibre obtenues par la 
méthode des mailles pour un circuit résistif. 


e La matrice R est symétrique 

e Les éléments dans la diagonale de la matrice R sont positifs: 
R,, = Somme de toutes les résistances dans maille 1 
R22 = somme de toutes les résistances dans maille 2 
R33 = somme de toutes les résistances dans maille 3 


CCC 


Rinm = Somme de toutes les résistances dans maille m. 


e Les autres éléments (hors diagonale) de la matrice R sont négatifs: 
R¡2 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 1 et 2 
R,3 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 1 et 3 
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Rim = Somme de toutes les résistances communes aux mailles 1 et m 
R33 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 2 et 3 
R24 = somme de toutes les résistances communes aux mailles 2 et 4 


CR 


e Les éléments du vecteur V sont les tensions dans les mailles, dues aux sources: 
Vı = somme de toutes les tensions dans maille 1, dues aux sources 
V = somme de toutes les tensions dans maille 2, dues aux sources 


Vm = somme de toutes les tensions dans maille m, dues aux sources 


3.5 Equations d’équilibre des circuits avec sources commandées 


La formulation des équations d'équilibre d’un circuit contenant des sources comman- 
dées peut être effectuée en deux étapes: 


a) Dans la première étape, les équations d'équilibre sont établies en considérant que 
toutes les sources du circuit sont indépendantes, 


b)Dans la suite, les relations qui définissent les sources commandées sont insérées 
dans les équations obtenues dans l'étape a. 


Exemple 3-6 Équations d’équilibre d'un circuit résistif avec une source com- 
mandée 
Soit un circuit résistif avec une source commandée montrée dans la figure 3-15. 


Ry = 500 
Ro = 100 Q 
R3 = 200 Q 
R4 = 400 Q 
Vs = 30 V 
is = 0.15 À 
a = 0.6 


Figure 3-15 Un circuit résistif avec une source commandée. 


En considérant que toutes les sources sont indépendantes, nous établissons les équa- 
tions d'équilibre par la méthode des noeuds: 


R, Ra R | iS 

1 | 3 | : = |R 1 (3-60) 
=5- 5 t5 iv i 
R3 Ra R4 l'b s 


La source de courant commandée est égale à ai, où 1, est donné par: 
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En remplaçant la relation (3-61) dans l'équation (3-60), on obtient: 


JL + 1 + E a V V V` V 
R R R R j e s 
= |R; R; 
_1 L 4 | 
Rs Rz R| Ùb ls 
ou bien: 
tie À 1 = La A V V 
R} 2 3 Ri R3 a (1 =a 
1 LE : 
To. RUE - 5 1 
R3 Ra R4jt è E 
Avec les valeurs numériques, on a: 
1 1 1 0.6 1 ÿ 
50 100 200 50 "200 |“ _ la- 0.6) 
1 1 1 
-200 200 * 400| L’b BE 


ou bien: 


0.023 -0.005||Val _ 10.24 

-0.005 0.0075] | v5 0.15 
En résolvant cette équation matricielle, on obtient: 
v, = 17.288V et v = 31.525V 


(3-61) 


(3-62) 


(3-63) 


(3-64) 


(3-65) 


Les tensions et courants du circuit peuvent être calculés à partir des tensions nodales 


Va Et Vp- 


Exemple 3-7 Détermination de l’équivalent Thévenin d’un dipôle contenant 


une source commandée 
Considérons le dipôle montré dans la figure 3-16. 


Figure 3-16 Un dipôle contenant 
une source commandée. 


On désire déterminer l'équivalent Thévenin vu aux bornes a-b du dipôle. 
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Ce dipôle contient une source commandée de telle sorte qu’on ne peut déterminer 
l'équivalent Thévenin par la méthode classique (calcul séparé de Rr et Vr). Par contre, 


on peut obtenir l'équivalent Thévenin du dipôle en déterminant la relation entre la ten- 
sion Vap €t le courant ią. Pour ce faire, on connecte aux bornes a-b une source de ten- 


sion Vap et on calcule le courant 1, en fonction de vay, comme illustré dans la figure 3- 
bre 


Figure 3-17 Une source de tension est connectée aux bornes a-b du dipôle. 


On définit V, comme la tension nodale du circuit. L'équation d'équlibre du circuit est 
obtenue par la méthode des noeuds: 


1 1 1 E Vs : Vab 
50 * 100 * 100 V1 = 30 2i, + (3-66) 
TR Vi 
als: 13 = 100 
Alors, l'équation (3-66) devient: 
E A OA es Vab | 
30 * 00 * 28 M1 "50 00 25 50 
Ou encore: 
1 1 1 2 _ Vs Vab 
156 * 100 * 38 * 106 V1 = 86 * 28 Eos 
9V, = 2v,¿+ 4Vap (3-69) 
On déduit: V, = SVs + Vab 
Le courant 1, est donné par: 
. _ Vab ob Yı a, _ Vab , Vab- Vi a B 
ia = 5060 t 28 T21] = 5007 28 `? 100 = 0.045v,, -0.06V, 
> 2 4 e 
i, = 0.045v,,0. 06(2v, + ¿vay) = 0.0183v,, -0.0133v, 


À partir de cette relation, on peut écrire: 
Vab = 54.545i, + 0.727V, 


On peut identifier dans cette relation la résistance Thévenin Ry et la source Thévenin 
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Ve: 
Rr = 54.545 Q 
Vr = 0.727vs 


Remarque: 

Pour déterminer la relation v-i du dipôle, au lieu d'utiliser une source de tension, on 
peut aussi connecter aux bornes a-b une source de courant i, et calculer la tension vab 
résultante en fonction de ia. 


Exemple 3-8 Équations d’équilibre d’un circuit général avec une source com- 
mandée 
Considérons le circuit montré dans la figure 3-18. 


Figure 3-18 Un circuit général avec une source commandée. 


En considérant que toutes les sources sont indépendantes, nous établissons les équa- 
tions d’équilibre par la méthode des noeuds: 


1 d 1 1 
—+C, = += —— V M 
R 2dt R R a de gi 
1 “dt R3 3 = |R 74n (3-70) 
1 1 1 dt 
R3 R; L, j ES 
La source de courant commandée est égale à qij où 1, est donné par: 
: Vs Va 
li (3-71) 
1 R, 
En remplaçant la relation (3-71) dans l'équation (3-70), nous obtenons: 
1 d 1 1 
fe A ee. Ses V V VV 
R 2dt R R a Herr. 
Z 3 SIR R (3-72) 
me E fdt ] 
R3 R3 La Vb ls 
ou bien: 
1 d 1 a 1 
—+Co—+— -— —— v V 
R 2dt R} R R a =) 
1 dt R3 Ri 3 ( 0) (3-73) 
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Exemple 3-9  Équations d'équilibre d'un circuit résistif avec un AMPLI OP 
Soit un circuit résistif avec un ampli opérationnel montré dans la figure 3-19. 


Ro 


Ampli Opérationnel 


A, = 100000 
R; = 1 MO 
R,=75Q 


vs = 2.5 sin(2000nt) =- 


Figure 3-19 Un circuit résistif avec un amplificateur opérationnel. 


On obtient le circuit équivalent du système en remplaçant AMPLI OP par son modèle 
simple comme illustré dans la figure 3-20. 


Ro 


< 
Mm 
< 
< 
A 
> 
< 
<> 
< 
© 
TD 
(de) 


Ve = 2.5 sin(2000rt) = R=1MQ R,=75Q 
A, = 100000 
Figure 3-20 Circuit équivalent obtenu en remplaçant l’AMPLI OP par 


son modèle simple. 


On établit les équations d’équilibre en utilisant la méthode des noeuds: 


1 n l n l 1 v Vs 
A o Aa ES Ve i S 
R; R) 1 R3 = R; (3-74) 
1 1 Le + de y A 
Ra Ra R, Rall® R, 
Mais: Vi = —V. 
Alors, l'équation (3-74) devient: 
1 A 1 E 1 1 9 
R R R R, AZ 
1 2 1 2 2 R, (3-75) 
LA E 
— + —||v O 


En remplaçant les valeurs numériques dans cette équation, on obtient: 
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O 


-4 -5| |V Vs 
2.6766x10 -6.6666x10 1| = 5000 (3-76) 
1333.3332666 0.01345 V 


La résolution de cette équation matricielle donne: 
vı = 0.0003v, et Vo = -2.9987 5v, 


En utilisant un modèle plus simple pour l'ampli opérationnel, on peut réduire le nom- 
bre de tensions nodales à 1. La figure 3-21 montre le circuit équivalent obtenu avec un 


modèle plus simple. 


Ro 
Ry =5k0 
érationnel _ _ _ Ro = 15k0 
Ra = 20 kQ 


ae A 


Vs = 2.5 sin(2000n1) = 


Figure 3-21 Un circuit équivalent plus simple avec une seule tension nodale. 


La seule tension nodale dans ce cas est vi. 


Av; v 
On écrit: A E E (3-77) 
R; R3 R3 R; 
v 
ou bien: 1 + L + Ay es (3-78) 
R, R, R, R; 
Ea 
Cette équation d : dl (3-79) 
ette équation donne: V1 = FRE X VS 
— + 
R; R3 
Ays- 
2 . a e 1 
— + 
R ë R 
Avec A, = 100000 (>> 1), on peut approximer v, comme: 
1 1 
A EA 
= Tig z— Kiza Pe (3-81) 
° 1+A, 5 A, $ R} > 
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Analyse simplifiée avec un ampli op idéal 


Le circuit considéré dans cet exemple peut être analysé de façon encore plus simple en 
utilisant un modèle idéal pour l’ampli op. 


Ra 

Ampli Opérationnel idéal 
A, = co 
Ri = 0 


Ro =0 


v = 2.5 sin(20007t) == 


Figure 3-22 Un circuit résistif avec un amplificateur opérationnel idéal. 


On obtient le circuit équivalent du système en remplaçant AMPLI OP par son modèle 
idéal comme illustré dans la figure 3-23. 


io =i, Ra 
Ry =5k0 
érationnel idéal _ Ro = 15 KQ 
Ra = 20 kQ 


vs = 2.5 sin(2000nt) 


Figure 3-23 Circuit équivalent obtenu en remplaçant l’AMPLI OP par son modèle idéal. 


Car A, = o, la tension d'entrée v; de l’ampli op est égale à O. Cela signifie que le noeud 
a est au même potentiel que la masse: 

Va = 0 
(À remarquer que la tension du noeud a est zéro mais il n’est pas relié à la masse.) 


Au noeud a, on a: 11 = 1) 


V —V 
Ou bien: Sr 
1 R3 
ž à —R; 
On déduit: Vo = = Vs 
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Exercices 


3.1 


3.2 


Soit le circuit montré dans la figure E3.1. 


Figure ES. 1 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode directe (méthode lon- 
gue). 

b) Ecrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 

c) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 

d) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les trois méthodes. 


Soit le circuit montré dans la figure E3.2. 


e 
Figure E3.2 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode directe (méthode lon- 
gue). 

b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 

c) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 

d) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les trois méthodes. 
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3.3 Soit le circuit montré dans la figure E3.3. 


e 
Figure E3.3 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.4 Soit le circuit montré dans la figure E3.4. 


Figure E3.4 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.5 Soit le circuit montré dans la figure E3.5. 


Figure E3.5 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 
c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 
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3.6 Soit le circuit montré dans la figure E3.6. 


Figure E3.6 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 


c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.7 Soit le circuit montré dans la figure E3.7. 


Figure E3.7 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 


c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 


3.8 Soit le circuit montré dans la figure E3.8. 


Figure E3.8 


a) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds. 
b) Écrire les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles. 


c) Comparer le nombre d'équations obtenues avec les deux méthodes. 
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3.9 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.9. 


150 Q 


¡¿ = 2sin(500nt) 
Figure E3.9 


a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode de noeuds. 
b) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des mailles. 
c) À l’aide des résultats de a ou b, déterminer le courant ix. 


3.10 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.10. 


Vs1 = 120 V 


Vs1 


Figure E3.10 


a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des noeuds. 
b) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des mailles. 
c) À l’aide des résultats de a ou b, déterminer le courant ix- 
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3.11 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.11. 


Figure ES.11 


a) Déterminer l'équivalent Thévenin de la partie gauche (bornes a-b) du circuit. 
b) À l’aide du résultat de a, déterminer la tension va en fonction de vs. 


3.12 Soit le circuit résistif montré dans la figure E3.12. 


aix 500 250 


Figure E3.12 


a) Etablir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des mailles. Calculer le 
courant ix- 


b) Déterminer la résistance équivalente vue par la source v, aux bornes a-b. 


3.13 Soit le circuit montré dans la figure E3.13. 


R2 
Ampli Opérationnel 
R, = 1 kQ 
aa A, = 100000 
i R;= 1 MQ 
a R¿=1k0 R, =750 
Ñ R¿=5kQ 


Vs = 0.25 sin(2000nt) 


Figure E3.13 
a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des noeuds. (On considè- 
re que l'ampli op est idéal.) 
b) Déterminer le gain en tension A = v¿/vs. 
c) Déterminer la tension de sortie vo. 
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3.14 Soit le circuit montré dans la figure E3.14. 


Ra 
Ampli Opérationnel 

R4 = 1 kQ 

A, = 100000 
R> = 5 kQ 

Ri = 1 MO 
nor R,=75Q 
Ra = 5 KQ 
Rs = 1 kQ 


Figure E3.14 


a) Établir les équations d'équilibre du circuit utilisant la méthode des noeuds. (On conside- 
re que l'ampli op est idéal.) 

b) Déterminer la tension de sortie v, en fonction de v,, et vs. Quelle est la fonction de ce 
circuit? 
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Chapitre 4 


FONCTIONS D’EXCITATION 


Dans ce chapitre, les fonctions mathématiques utilisées pour modéliser les sources 
d’excitation des circuits électriques sont étudiées. 


4.1 Excitations électriques 
Les excitations électriques sont des fonctions du temps. Elles peuvent être classées en 
deux grandes catégories: excitations apériodiques et excitations périodiques. 


Les excitations apériodiques sont les excitations qui ne se répètent pas. La figure 4-1 
illustre quelques exemples d'excitations apériodiques. 


V1 


Figure 4-1 Exemples d'excitations apériodiques. 
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Les excitations périodiques sont les excitations qui se répetent à intervalles réguliers 
La figure 4-2 illustre quelques exemples d’excitations périodiques. 


Figure 4-2 Exemples d’excitations périodiques. 


Les circuits contenant les éléments R, L, C, transformateurs idéals et sources comman 
dées sont des circuits linéaires auxquels on peut appliquer le principe de superposi 
tion. Il est donc possible de décomposer une excitation complexe en une somm: 
d'excitations simples que l’on peut considérer individuellement. La réponse totale ser. 
égale à la somme des réponses à des excitations individuelles. 


Pour décomposer une excitation apériodique, on utilise les fonctions singulières telle- 
que l'impulsion, l'échelon, la rampe, etc. 

Pour décomposer une fonction périodique, on utilise les fonctions exponentielles et le- 
fonctions sinusoïdales. 
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4,2 Fonctions singulières 


Dans l’analyse transitoire des circuits électriques, on utilise habituellement une famille 
de fonctions singulières comprenant l'échelon unitaire, l’impulsion, la rampe, ... com- 
me fonctions d’excitation. 


4.2.1 Échelon unitaire 


L’échelon unitaire u(t) est une fonction discontinue du temps définie comme: 


u(t) = O pour t<0 (4-1) 
l pour t20 


Figure 4-3 Échelon unitaire. 


L'échelon unitaire est utilisé pour modéliser une excitation qui change brusquement de 
valeur à un instant donné. Considérons par exemple le système électrique illustré dans 
la figure 4-4. 


V(t) = Eu(t) 


(b) 


v(t) = Eu(t) 


(c) 


Figure 4-4 Modélisation d'une source continue appliquée brusquement à t = O. 
(a) Source continue appliquée à t = O. (b) Modèle. (c) Formes d'ondes. 
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Dans ce système, le commutateur S est à la position 1 depuis longtemps. À l'instant t 
= 0, S change de position de 1 à 2. La tension aux bornes A-B change brusquement de 
valeur de 0 à E à l'instant t = O. L'ensemble de la source continue E et le commutateur 
S peut être représenté par une source de tension échelon v(t) = Eu(t). 


Une excitation f(t) appliquée brusquement à t = O peut être représentée par x(t) = f(t)u(t). 
Un exemple est illustré dans la figure 4-5 où le commutateur S change brusquement 
de position de 1 à 2 à l'instant t = O. 


(a) (b) 


(c) 


Figure 4-5 Modélisation d'une excitation sinusoïdale appliquée brusquement à t = 0. 
(a) Source sinusoïdale appliquée à t = O. (b) Modèle. (c) Formes d'ondes. 


Un échelon qui commence à t = ty est exprimé comme u(t-to). 
Une excitation f(t) appliquée à t = th est représentée par f{t)u(t-to). 
Une excitation f(t) retardée de ty et appliquée à t = ty est représentée par f(t-to)u(t-to). 


La figure 4-6 illustre ces différentes fonctions d'excitation. 
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U(t-to) 


Figure 4-6 Excitations retardées. 


4.2.2 Impulsion unitaire 


L'impulsion unitaire 0(t) est une fonction du temps définie comme la dérivée de l'échelon 
unitaire: 


(t) = Eto) (4-2) 


Les propriétés de ô(t) sont: 
- elle est nulle pour tout t, excepté à t = O, 
- elle est infinie à t = O, 
- sa surface est égale à 1. 
L'échelon unitaire u(t) est égale à l'intégrale de l'impulsion ô(t): 
| ò(x)dx = u(t) (4-3) 
Lors qu’on multiplie ô(t) par une constante A, on obtient une impulsion de surface A: 
| AG(x)dx = Au(t) (4-4) 


La fonction Aë(t) est nulle pour tout t, excepté à t = O, est infinie à t = O, et possède une 
surface égale à A. 
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ô(t) AG(t) 


4 A 


Figure 4-7 Fonctions impulsions ó(t) et Aô(t). 


Considérons une fonction continue du temps f(t). Le produit f(t)ó(t) est nul pour tout t, 
excepté à t = 0. Nous avons: 


l f(x)5(x)dx = f(0)u(t) (4-5) 


On déduit: 
f(t)ô(t) = f(0)ô(t) (4-6) 


Alors, le produit d’une fonction continue f(t) et l'impulsion $(t) donne une impulsion de 


surface égale à la valeur de la fonction f(t) à t = 0. 


f 
(t) S(b 


4 
y. X as 


0 


Figure 4-8 Multiplication d'une fonction fit) et l'impulsion ôft). 


4.2.3 Rampe unitaire 


La rampe unitaire r(t) est définie comme l'intégrale de l'échelon unitaire u(t): 


r(t) = í u(t)dt (4-7) 
La rampe unitaire est une droite de pente 1, qui commence à t = 0: 
r(t) = | O pour t<0 (4-8) 
t pour t20 


On écrit aussi: 
r(t) = tu(t) (4-9) 
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r(t) 


Figure 4-9 Rampe unitaire. 


4.3 Fonctions apériodiques 


Les fonctions d'excitation apériodiques peuvent étre décomposées en des sommes de 
fonctions singuliéres. Diverses techniques de décomposition sont illustrées dans les 
exemples qui suivent. 


Exemple 4-1 Décomposition d’une impulsion carrée en une somme d'échelons 


f(t) Su(t) -5u(t-2) 
5 5 
o > t = 5 t + 


Figure 4-10 Décomposition d’une impulsion carrée. 


Nous écrivons: f(t) = Su(t) - Su(t-2) 


Exemple 4-2 Décomposition d’une excitation en une somme de rampes 


f(t) 


-2.5r(t-2) 


Figure 4-11 Décomposition d'une excitation en une somme de rampes. 


Nous écrivons: f(t) = 2.5r(t) - 2.5r(t-2) 
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Exemple 4-3 Décomposition d’une excitation en une somme d’échelons et de 
rampes 


Figure 4-12 Décomposition d’une excitation en une somme de fonctions singulières. 
Nous écrivons: f(t) = Sr(t) -10u(t-1) - Sr(t-2) 


Exemple 4-4 Décomposition d’une excitation en une somme d’échelons et de 
rampes 


f(t) 


Figure 4-13 Décomposition d'une excitation en une somme de fonctions singulières. 


Nous écrivons: f(t) = 1.5r(t) + 3u(t) -6u(t-2) - 1.5r(t-2) 


4.4 Fonctions exponentielles 
Une fonction exponentielle complexe du temps est une fonction de la forme suivante: 
x(t) = Xe“! (4-10) 
où X= |X| el? est l'amplitude complexe, 
s = y + jo est la fréquence complexe. 
Nous pouvons aussi exprimer la fonction exponentielle x(t) sous la forme suivante: 


x(t) = X] ets +10) 2 Xle tiet (4-11) 


La fréquence complexe s comprend une partie réelle et une partie imaginaire: 

e la partie réelle o est définie comme la fréquence népérienne. Elle représente le taux de 
variation de l'amplitude de x(t). Elle a comme dimension neper/s. Lorsque o < 0, on 
l'appelle facteur d'atténuation. 
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e la partie imaginaire o est définie comme la fréquence angulaire. Elle représente le taux 
de variation de la phase de x(t). Elle a comme dimension rad/s. La fréquence angulaire 
est reliée à la fréquence et à la période par: 


aaa E 


T 


où f est la fréquence en Hz et T est la période en s. 


4.4.1 Cas où X et s sont réels 
Si X et s sont réels, la fonction x(t) est une fonction exponentielle réelle du temps: 

x(t) = |X]e** (4-12) 
L'allure de la fonction exponentielle réelle | X|e** dépend du signe de o: 


eo >0: |X|et est une exponentielle croissante 
°6=0: |X|e% est une constante 
°6<0: [X|eSt est une exponentielle décroissante 


Xe°t s>0 


Figure 4-14 Fonctions exponentielles réelles. 


La fonction exponentielle e*t est caractérisée par sa constante de temps t qui est égale à: 
q 


T = = (4-13) 


4.4.2 Cas où X et s sont complexes 
Si X et s sont complexes, la fonction Xe“! est une fonction complexe du temps: 
x(t) = [XIe tei(®t +0) (4-14) 
> 
On peut représenter la fonction x(t) par un vecteur tournant X (appelé phaseur ou vec- 
teur complexe) dans la plan complexe avec: 


IXle** est la longueur du vecteur, 
(ot + q) est l’angle du vecteur. 


2 À j a 
On constate que le vecteur X tourne avec une vitesse angulaire égale à œ (en rad/s) et 
que sa longueur est une fonction exponentielle du temps. 
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La figure 4-15 montre la fonction x(t) = Xle + J(0t+9) dans le plan complexe pour les 
deux caso<0eto> 0. 


o<0 


Le EN 


e... 


Re 


Figure 4-15 Représentation de x(t) = IXJe tel (0t+9 dans le plan complexe. 


La fonction complexe x(t) = Xe“! ne peut être utilisée pour représenter une tension ou 
un courant qui sont des fonctions réelles du temps. 


En utilisant la fonction Xe*! et sa conjuguée (Xe“t}* nous pouvons former une fonction 


réelle du temps y(t) qui peut être utilisée pour représenter une tension ou un courant. 
Nous écrivons: 


y(t) = ¿xD +x*(0) = SIUKE eitt) + (xt) (4-15) 


vit) = XIe” cos(wt ++) (4-16) 
On écrit aussi: 
y(t) = Re{Xe*!} = Re{[Xle) e0 +t; = |xletcos(ot +6) (4-17) 


L'allure de y(t) dépend du signe de o: 
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e o= Q: y(t) est une fonction sinusoïdale à amplitude constante 
e o> 0: y(t) est une fonction sinusoïdale à amplitude croissant exponentiellement 


e o < O: y(t) est une fonction sinusoïdale à amplitude décroissant exponentielle- 
ment 


La figure 4-16 montre la fonction y(t) = Re{Xe*'} = XIe” cos(wt + ) pour ces trois 
cas. 


Enveloppe |X|e°! 


(a) 


(b) t 


Enveloppe |X]e** 


(c) 


Figure 4-16 La partie réelle d'une fonction exponentielle complexe Xe“. 
(a) Cas où © > 0. (b) Cas où © = 0. Cas où © < 0. 


Nous pouvons utiliser la fonction Xe*t et sa conjuguée (Xe*')* pour former une autre 


fonction réelle du temps z(t) qui peut être utilisée pour représenter une tension ou un 
courant. Nous écrivons: 


z(t) = eo] = Pr (RCE -xett (4-18) 
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z(t) = IXle sin(ot + p) (4-19) 
On écrit aussi: 


z(t) = Im{Xe*!} = Im{[Xle te +t = |xleTsin(ot + 6) (4-20) 


4.5 Fonctions sinusoidales 


St Cor +4) 


Considérons une fonction exponentielle complexe x(t) = Xe" = IX|e avec o = 


O: 
x(t) = IX 0t+9 (4-21) 


Dans ce cas, la fonction x(t) est représentée dans le plan complexe par un vecteur tour- 
nant (vitesse = œ rad/s) dont la longueur est constante (|X|). 


Figure 4-17 Représentation de x(t) = |X| e(°t+9) dans le plan complexe. 


La partie réelle de x(t) est une fonction sinusoïdale: 

y(t) = Re{x(t)} = F(x(D +x*(0)) = [XIcos(at +4) (4-22) 
La partie imaginaire de x(t) est aussi une fonction sinusoidale: 

z(t) = Im{x(t)} = y 00) = |XIsin(ot+ 4) (4-23) 


Dans ces deux fonctions, |X| est llamplitude, œ est la fréquence angulaire (en rad/s) 
et q est la phase (en rad). 


y Ec (0 
La fréquence est définie comme: Ls Sn en Hz 
T 


La période est l'inverse de la fréquence: Fe en seconde 


ir 
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y(t) = |X]cos(ot + p) 


Amplitude |X| —> m~- + << 


Période 
y = 21 
(a) 


Figure 4-18 Fonction sinusoidale. 


4.6 Fonctions périodiques 


Une fonction du temps f(t) est définie périodique si elle se répète à des intervalles de 
temps réguliers de Ty. Cet intervalle Ty est défini comme la période de la fonction f(t). 


f(t) 


Période To 


Figure 4-19 Fonction périodique. 


La fréquence de la fonction f(t) est égale à l’inverse de sa période: fo = > l 


4.6.1 Série de Fourier 


Une fonction périodique f(t) de période To peut être exprimée comme une somme de 
fonctions exponentielles: 


O= Y ge (4-24) 
n = —-co 
Te 
avec: Oo = 2rfo = AL et Ca = 1 f2 re” "ar 
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Cette série est connue comme série de Fourier. 


Les coefficients C, sont en général complexe: ere je" 


On peut démontrer que C_, = (C,)* = [Cy je”? . Par conséquent, on peut combiner les 


nopt 


; j -jnoot 
fonctions exponentielles complexes C,e et ChE ° deux par deux afin de con- 


vertir la série (4-24) en une somme de fonctions sinusoïdales: 


00 


f(t) = Co+ ` 2]C,|cos(noyt + bn) (4-25) 
n=1 
où Co est la composante continue 
2|C,|cos(ogt +d,) est la composante fondamentale 
2|C,|cos(nogt+04,) sont les composantes harmoniques 


La composante continue est donnée par: 


To 
_ 1 A 
Co = T y, tdt (4-26) 
E 


Nous constatons que la composante continue est égale à la valeur moyenne de la fonc- 
tion f(t) calculée sur une période T.. 


Exemple 4-5 Décomposition d’un train d’impulsions carrées en série de Fourier 
Considérons le signal périodique x(t) montré dans la figure 4-20. 


x(t) 


Figure 4-20 Train d'impulsions carrées. 


La période du signal x(t) est Ty = 5 ms. Sa fréquence est fọ = 1/0.005 = 200 Hz. La fré- 
quence angulaire est wo = 2rfy = 4007 rad/s. 


La composante continue est égale a: 


Ce 30dt = 2 x 30 = 12 
0 = 5.005 T 5” 


Les coefficients C, sont donnés par: 


1 pO not 30 
ae 30 dee 200 
n = 6.008 o j 0.005 


( 0.001 


no -0.001 
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C, = 22 sin(n22) 
On calcule les premières composantes harmoniques: 
Cı = 9.0819 Co = 2.8065 C3 = -1.8710 
C4 = -2.2705 C5 = 0.0 Ce = 1:5137 
C7 = 0.8018 Cg = -0.7016 Co = -1.0091 
C10 = 0.0 C11 =... Ci”... 


Alors, la fonction x(t) peut étre exprimé comme une somme de plusieurs composantes: 
x(t) = 12+18.1638cos(0/t)+5.613c0s(207t)-3.742c0s(30,t) 
- 4.541 c0s(40,t) + 3.0274 cos(6wgt) + 1.6036cos(70pt) 
- 1.4032 cos(80,t) - 2.0182 cos(9o,t) +... 


avec 01 = 4007 rad/s. 


La figure 4-21 montre trois fonctions synthétisées utilisant respectivement les cinq, dix 
et quinze premières harmoniques de x(t). 
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(a) 
t 
y 5 10 ms 
| | L 
A. t NAAA AAA t 
y Ess Y Y 10 ms 
Mi 
(c) | 
haarnarn al PPPOP. AAA AAA t 
f VO i | 5 10 =: 


Figure 4-21 Synthèse du train d'impulsions carrée. 
(a) Utilisant Co et les cinq premières harmoniques. 
(b) Utilisant Cy et les dix premières harmoniques. 

(c) Utilisant Co et les quinze premières harmoniques. 
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Exercices 


4,1 Écrire une expression mathématique pour chacune des excitations apériodiques montrées 
dans la figure E4-1. 


Vs 


(b) 


(d) 


Figure E4-1 
4.2 Tracer en fonction du temps les fonctions suivantes: 


a) f(t) = (5t-2)[u(t-1)-u(t-3)] 
b) f(t) = 10cos(10001t- 2) [u(t - 1x10%-u(t-3x 10 °)] 
c) ft) = 5u(t- 107°) - 10u(t-3 x 10%) + 5u(t-5x 10°) 
d) f(t) = - 30r(t) + 60r(t-0.1)- 30r(t - 0.3) - 3u(t- 0.5) 


4.3 Tracer en fonction du temps les fonctions suivantes: 


a) f(t) = 15e°tu(t) 
-2(t-0.5) 


b) f(t) = 15e u(t-0.5) 
c) f(t) = 15e “tu(t-0.5) 
d) f(t) = 15[1-e “u(t) 


e) f(t) = 15e “cos(10t+ 0.5)u(t) 


f f(t) = 15e *‘cos(10t + 0.5)u(t- 0.5) 
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Exprimer chacune des fonctions suivantes sous trois formes différentes: partie réelle d’une 
fonction exponentielle complexe, partie imaginaire d’une fonction exponentielle complexe, 
et somme de deux fonctions exponentielles complexes conjuguées: 


a) f(t) = 50cos(500rt- 1.24) 
b) f(t) = 50sin(500nt + 0.55) 


c) f(t) = 50e °‘cos(500nt + 0.9) 


-15t 


d) f(t) = 50e *'sin(5007t-0.9) 


Déterminer la composante continue et les composantes harmoniques de chacune des fonc- 
tions périodiques montrées dans la figure E4-5. 


Figure E4-5 
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Chapitre 5 


ANALYSE TRANSITOIRE 
DES CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Dans ce chapitre, les méthodes d'analyse transitoire des circuits électriques sont pré- 
sentées. Une méthode d’analyse utilisant les équations différentielles est étudiée et ap- 
pliquée à des circuits du premier et du deuxième ordre. 


5.1 Excitation et réponse 


Considérons un circuit électrique auquel on applique des sources de tension et de cou- 
rant à un certain instant que l’on peut prendre comme l’origine du temps (t = 0). Ces 
sources constituent l'excitation du circuit. Les tensions et courants dans les branches 
du circuit, résultants de l’application des sources, constituent la réponse du circuit. 


Circuit 
électrique 


Excitation Réponse 


(Sources de tension 


(Tensions et courants 
et de courant) 


dans les éléments du circuit) 


Figure 5-1 Excitation et réponse d’un circuit électrique. 


Lors de l’analyse d’un circuit électrique, on étudie son comportement qui est représenté 
par la réponse du circuit à des excitations spécifiques. 


La réponse d'un circuit électrique, suite à l’application d’une excitation, comprend gé- 
néralement un régime transitoire et un régime permanent. 
e Durant le régime transitoire, les tensions et les courants du circuit évoluent avec 
le temps. Ce régime ne dure qu’un temps limité. 
e Durant le régime permanent, les tensions et les courants du circuit n'évoluent 
plus et ils demeureront inchangés jusqu’à l'infini s’il n’y pas d'autre excitation. 
Le régime transitoire existe toujours dans les circuits contenant des éléments R, L, C 
et excités par une source quelconque. Par contre, le régime permanent existe seulement 
avec les excitations qui sont constantes (excitation continue) ou périodiques. 
L'analyse transitoire consiste à déterminer la réponse d'un circuit électrique suite à 
l'application d’une excitation. 
L'analyse du régime permanent consiste à déterminer la réponse d'un circuit électrique 
après que les transitoires soient terminés. 
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Application 
de l'excitation 


| 


0 


sai Régime 
Repos Se Régime g 


transitoire 


Figure 5-2 Régime transitoire et régime permanent. 


5.2 Méthodes d’analyse transitoire des circuits électriques 


Pour déterminer la réponse d’un circuit électrique, on peut utiliser une des méthodes 
suivantes. 


e Analyse par équations différentielles: 
On établit une équation différentielle qui relie la réponse y à l'excitation x: 


d'y dy a dx dx 
où les coefficients ap, ..., a, Ag, Pm» .…., b1, bo sont des constantes. 


La résolution de cette équation différentielle donnera la réponse y. 


e Analyse par variables d'états: 


On établit les équations d'état du circuit qui sont des équations différentielles du pre- 
mier ordre écrites sous forme matricielle: 


dx 
4 Ax + Bu (5-2) 
y = Cx +Du (5-3) 


x = vecteur d'état = [x Xo ... Xp]! 
y = vecteur des sorties = [yy y» ... mal 


u = vecteur des entrées = [u] Us ... up] 


A = matrice nx n 

B = matrice n x p 

C = matricem xn 

D = matrice mx p 
Ces équations relient les sorties y et les excitations u. 
La résolution des équations d’état donnera les sorties y. 


e Analyse par la transformation de Laplace: 

La transformation de Laplace permet de transformer les éléments électriques ainsi que 
les tensions et courants du domaine du temps vers le domaine de s. On établit les équa- 
tions d'équilibre dans le domaine de s, qui sont des équations algébriques. 


La résolution de ces équations d’équilibre donnera la réponse Y dans le domaine de s. 


La transformation inverse de Laplace permet de retrouver la réponse y dans le domaine 
du temps. 
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e Simulation numérique: 

De façon générale, la simulation numérique de circuits électriques consiste en la réso- 
lution numérique des équations d'état ou des équations nodales établies à l’aide de pro- 
grammes de saisie de schéma. 


Équations d'état 
ou 
équations nodales 


Saisie 
de schéma 


Résolution 
numérique 


Réponse 
du circuit 


Figure 5-3 Simulation numérique de circuits électriques. 


5.3 Analyse des circuits électriques par équations différentielles 


5.3.1 Équations différentielles d’un circuit électrique 


Dans un circuit électrique, les tensions dans les éléments sont reliées par des équa- 
tions algébriques (loi des tensions de Kirchhoff) qui sont de la forme: 


N 


Y Vx = Va (5-4) 


k=1 
où v, est une combinaison linéaire des excitations. 


De la méme facon, les courants dans les éléments sont reliés par des équations algé- 
briques (loi des courant de Kirchhoff) qui sont de la forme: 


M 


>. kEi (5-5) 


k=1 
où 1, est une combinaison linéaire des excitations. 


Si le circuit ne contient que des éléments R, L, C, les tensions et les courants sont reliés 
par des équations suivantes: 


v= Ri pour une résistance (5-6) 
= LE pour une inductance (5-7) 

2 AV 

LS En pour un condensateur. (5-8) 


On peut déduire que dans un tel circuit, la réponse y est reliée à l’excitation x par une 
équation différentielle à coefficients constants. 


De façon générale, l'équation différentielle qui relie la réponse y et l’excitation x d'un 
circuit électrique est de la forme suivante: 


d'y dy _…. dx dx 
où les coefficients ag, a1, ..., An €t bo, by, ..., Dm sont des constantes qui dépendent des 


valeurs des éléments. 
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Exemple 5-1 Équation différentielle d'un circuit RLC 
Considérons le circuit RLC série montré dans la figure 5-4. 


Figure 5-4 Circuit RLC série. 


La source de tension v, est lexcitation. Le courant i; est considéré comme la réponse 
du circuit. 
On écrit l'équation de tensions dans la maille unique du circuit: 


VRFVL+VO = Vs (5-10) 


On remplace les relations v-1 dans l'équation de tensions: 
z di; 1 f. 
Ri +L +g fadt = v, (5-11) 


En dérivant les deux membres de l'équation, on obtient l'équation différentielle du 
deuxième ordre suivante: 


D ; 
d d d 
un ll ene (5-12) 


L — + 4l = —— 
dt? dt C dt 


Cette équation différentielle relie la réponse 1, du circuit à lexcitation v¿. Pour une ex- 
citation v, donnée, le courant 1; est obtenu en résolvant cette équation. 


5.3.2 Linéarité des circuits électriques 


Nous pouvons démontrer qu’un circuit électrique initialement au repos (c'est à dire que 
les variables du circuit sont nulles avant l'instant t = 0) dont la réponse et l'excitation 
sont reliées par une équation différentielle à coefficients constants est linéaire. 


Considérons par exemple un circuit électrique dont la réponse y est reliée à l'excitation 
x par une équation différentielle du premier ordre: 


a + ayy = b Z + box (5-13) 
La réponse y, à une excitation x, est la solution de l'équation suivante: 
dy; dx; 
qe +201 = re (5-14) 
La réponse y, à une excitation x, est la solution de l'équation suivante: 
a, = bb (5-15) 


On multiplie l'équation (5-14) par une constante A et l'équation (5-15) par une cons- 
tante B. En additionnant les deux résultats, on obtient: 
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dy; dy, dx; dx, 
À get oi +B ae “0072 = A Pi rai +B Die o (5-16) 
ou bien: 
a, (Ay, + By2} + ao{AY1 + By2) = by (Ax, + Bx} + bo(Ax + Bx2) (5-17) 


Cette équation démontre que (Ay,+By,) est la réponse du circuit à l'excitation 
(Ax,+Bx)). La linéarité du circuit est donc prouvée. 


5.3.3 Propriétés des circuits électriques linéaires 
Linéarité 
Si «y, est la réponse à l'excitation x,» et «y, est la réponse à l'excitation xo», alors 


«(Ay¡+By>) sera la réponse a l'excitation (Ax, +Bx>)», où A et B sont des constantes ar- 
bitraires. 


Réponse à la dérivée et à l’intégrale d'une excitation 
Si y est la réponse à l'excitation x, alors: 


d? d” 
— sera la réponse á — (5-18) 
dt dt 

Í y(t)dr sera la réponse á í x(t)dr (5-19) 


— 00 
Réponse à une excitation retardée 


Si y est la réponse à l'excitation x, alors: 
y(t-to) sera la réponse à X(t-to) 


Réponse à la partie réelle (ou imaginaire) d’une excitation complexe 


Si y est la réponse à l'excitation complexe x, alors: 


Refy] sera la réponse à Re[x] 
Im{y] sera la réponse à Im[x] 
y* sera la réponse à x? 


5.3.4 Résolution des équations différentielles des circuits électriques 


Considérons l’équation différentielle qui relie la réponse y et l'excitation x d’un circuit 
électrique initialement au repos (les tensions et courants du circuit sont nuls avant 
l'application de l'excitation): 


id ad. = (5-20) 
dt” dt 
L'excitation est appliquée à un instant donné que l’on peut prendre comme l’origine du 
temps (t = 0). De cette façon, la fonction x est une fonction discontinue de la forme: 
x(t) = f(t)u(t). 
Nous considérons donc deux zones distinctes: t < O et t > O. 
e Pour t< O: La réponse y est égale a O. 
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e Pour t > O: La réponse y est la solution de l'équation différentielle suivante: 


e À l'instant t = 0, y et ses dérivées (jusqu’à ordre n-1) doivent être continues (c'est 
à dire qu'il n’y pas de changement brusque de valeur). Ces conditions aux limites 
permettront de déterminer la solution compléte pour y. 


Application de 
l'excitation 


d'y d 
a n" es +a¿2+apy = f(bu(t) 


dt 


0 
y=0 y = solution de l'équation différentielle 
| d'y dy 
anh +... + ait +agy = f(t) 
dt 
Conditions aux limites (t = 0): 
y(0+) = y(0-) 
0+) = y'(0- 
yy (05 Remarque: 
y”(0+) = y”(0-) t = 0- est l'instant juste avant t = 0 


... t = 0+ est l'instant juste après t = 0 
y (0+) = yo.) 


Figure 5-5 Solution des équations différentielles des circuits électriques. 


Dans le cas où le deuxième membre de l'équation différentielle contient des dérivées de 
x, on appliquera le principe de superposition pour trouver la solution tel qu'illustré 
dans le tableau 5-1. 


Tableau 5-1 Solution des équations différentielles avec des dérivées au deuxième 
membre. 
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5.4 Circuits du premier ordre 


Un circuit du premier ordre est un circuit dont la réponse y et l'excitation x sont reliées 
par une équation différentielle du premier ordre: 


a Y + agy = bi + box (5-21) 


où les coefficients a], ap, b,, by sont des constantes. 


Le circuit de base d’un circuit du premier ordre prend une des deux formes suivantes: 
e circuit RC: une résistance et un condensateur 
e circuit RL: une résistance et une inductance 


R C R ae 


(a) (b) 


Figure 5-6 Circuit de base d’un circuit du premier ordre. 
(a) Circuit RC. (b) Circuit RL. 


La figure 5-7 montre quelques exemples de circuits du premier ordre. 


R L 
VVV 01010 
(a) (b) (c) 
L4 Ry 
01010 
Cy 


(d) (e) 


Figure 5-7 Exemples de circuits du premier ordre. 
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5.4.1 Réponse d’un circuit RC à un échelon 


Considérons le circuit RC montré dans la figure 5-8. 


hy R Vs 
+ VR - E 
+ + 
Vs C Ve 
| t 
Vs = Eu(t) 0 


Figure 5-8 Circuit RC excité par une source échelon. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = Eu(t), qui représente une source de tension continue E appli- 
quée à t = O, est l'excitation du circuit. 
Le courant 1, et les tension vp et vç sont les réponses du circuit. 


Nous considérons en particulier la tension vc aux bornes du condensateur. 
Nous écrivons l'équation d'équilibre du circuit: 

VR+VO = Vs (5-22) 
ou bien: 


RCE [vo] +ve = Eu(t) (5-23) 


Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<O0ett>o0. 


e Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc ve = O. 


e Pour t > 0: ve est la solution de l'équation différentielle suivante: 
RCE [vo] +vc=E (5-24) 


La solution de cette équation est la somme de deux termes: 
où vcp est une solution particulière de l'équation (5-24) et voy est la solution de l'équa- 
tion homogène RCI ve} + vo = 0. 


La solution particulière de l'équation (5-24) est: vop= E 


l e , : i sito. 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: voy = Ae " OAets; 


sont des constantes à déterminer. 


: , ae sit a 
La constante s, peut être déterminée en remplaçant voy = Ae ! dans l'équation ho- 


mogène: 
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t t 
ROS LAS” AO (5-26) 
ou bien: 
RCs; +1=0 (5-27) 
Cette dernière équation est connue comme l’équation caractéristique du circuit. 
La solution s, = a s'appelle la fréquence naturelle du circuit. 


La quantité 1 = = RC a comme dimension «seconde» et est définie comme la cons- 


EN 
|s| 
tante de temps du circuit. 
Alors, la solution pour vç pour l'intervalle t > O est: 
a 
ve = E+Ae*° (5-28) 

La constante A est déterminée par la condition initiale de vç (c’est a dire la valeur de ve 
à l'instant t = O+) 
On définit: 

t = 0- est l'instant Juste avant t = O, 

t = O+ est l'instant juste après t = O. 
Nous avons: 

Vc(0-) = O parce que le circuit est initialement au repos. 


En examinant l'équation (5-23), on constate que le membre droit [Eu(t)] est discontinu 
à t = 0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = O. Cette disconti- 


nuité doit se trouver uniquement dans le terme RC [vc] parce que si vç est discon- 
tinue, sa dérivée [vc] sera infinie (ce qui n'est pas conforme). 


Donc, on conclut qu’à l'instant t = O, ve est continue et sa dérivée E tve! est disconti- 
nue. 
Alors, nous avons: vc(O+) = ve(0-) = O 
Se 

En remplaçant t = O dans l'expression ve = E+ Ae®S , on obtient: 

vVc(0+) = E + A =0 
On déduit: A=-E 
Finalement, la solution pour tout t est: 


0 pour t<0 


-t 
Ve = = (5-29) 
ef: - Fe) pour t>0 


On peut aussi exprimer vç sous une forme plus compacte: 
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-t 
Ve = ef: ato (5-30) 
Le courant 1; peut être calculé à partir de vc: 


-t -t 
i, = Civ] = cafe uo] E O (5-31) 


(a) 
0 t 
E/R 
(b) 
rt = RC 
t 
0 T 27 3t At 5r 


Figure 5-9 Réponse d’un circuit RC à un échelon de tension Euft). 
(a) Tension aux bornes du condensateur. (b) Courant dans le condensateur. 
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5.4.2 Réponse d’un circuit RL à un échelon 


Considérons le circuit RL montré dans la figure 5-10. 


ly R Vs 


Figure 5-10 Circuit RL excité par une source échelon. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = Euft), qui représente une source de tension continue E appli- 
quée a t = O, est l'excitation du circuit. 
Le courant i} et les tension vp et v, sont les réponses du circuit. 
Nous considérons en particulier le courant 1, dans l’inductance L. 
Nous écrivons l'équation d'équilibre du circuit: 

VR+VL = VS (5-32) 
ou bien: 


LE + Ri = Eu(t) (5-33) 


La résolution de cette équation différentielle linéaire peut être effectuée de façon iden- 
tique au cas précédent. 


epourt<0: 1;¡=0 
e pour t > 0: 1, est la solution de l'équation LE] +Ri = E 
Nous avons: 1 = ijp + 1H 
5 E A : sas A Sit R 4 
avec: ijp = R est la solution particulière et ijy = Ae est la solution homogène. 


La fréquence naturelle s, est la solution de l'équation caractéristique: 
-R 

Alors: = — 

ors S} L 

La constante A est déterminée par la condition initiale de 1;: 


¡,(0+) = i1(0-) = O = a+ A (5-35) 


see 
TR 


Finalement, la solution pour tout t est: 


Donc: A 
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—t 
i = R|- j ko (5-36) 


La tension aux bornes de l'inductance est calculée à partir de i4: 
-R -R 
d 


a y —t 
v = LŠ {i} = SS ko] = Ee* u(t) (5-37) 


14 (t) 


(a) 
0 t 
E 
(b) 
1=L/R 
t 
0 T 21 3t 4r 51 


Figure 5-11 Réponse d'un circuit RL à un échelon de tension Eu). 
(a) Courant dans l'inductance. (b) Tension aux bornes de l’inductance. 


5.4.3 Comportement d'un condensateur et d'une inductance à t = 0+ et 
à t — œ dans un circuit excité par une source échelon 
En examinant la réponse d’un circuit RC à un échelon de tension, on constate que: 
e à t = 0+ un condensateur se comporte comme un court-circuit 
e at — © un condensateur se comporte comme un circuit ouvert 
En examinant la réponse d’un circuit RL à un échelon de tension, on constate que: 
e à t = O+ une inductance se comporte comme un circuit ouvert 
e àt -œ une inductance se comporte comme un court-circuit 
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Utilisant ces observations, on peut déterminer la réponse d’un circuit du premier ordre 
à une excitation échelon simplement par inspection. Il suffit de retenir les points sui- 
vants: 


a) La réponse d’un circuit du premier ordre (RC ou RL) à une excitation échelon est de 
la forme suivante: 


-t 


y(t) = A > Be” lao (5-38) 


où A et B sont des constantes, et t est la constante de temps du circuit. 
b) La constante de temps t est déterminée en utilisant le circuit de base: 
t= RC pour un circuit RC 
t=L/R pour un circuit RL 


c) Les constantes A et B sont déterminées par les conditions initiale (t = O+) et finale (t 
> œ) de la réponse y(t). 


e la condition initiale pour y(t) est obtenue en remplaçant chaque condensateur par 
un court-circuit et chaque inductance par un circuit ouvert: 


y(0+) = À +B 


e la condition finale pour y(t) est obtenue en remplaçant chaque condensateur par 
un circuit ouvert et chaque inductance par un court-circuit. 


(co) = À 
Exemple 5-2 Analyse d’un circuit du ler ordre par inspection 
Soit le circuit RC montré dans la figure 5-12. 
Ry 


i4 


Y + R4 =100 Q 
vs( ) CT RS» R2 = 200 0 


A C = 500 uF 
Vs = 120u(t) 


Figure 5-12 Circuit du premier ordre excité par une source échelon. 


On désire déterminer le courant 1, et la tension vo. 


On obtient le circuit de base en annulant la source de tension vs. 


R> = 200 Q C Ro —> C (R4//R) 


Figure 5-13 Circuit de base. 


La constante de temps du circuit est: 


t = (R,IIR,)C = (10011200) x 500x10 = 33.33 ms 
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zt 
Le courant 1; (t) est de la forme suivante: i,(t) = A +Be° ES 
E 
La tension va(t) est de la forme suivante: Vo(t) = c + De ES 


Les constantes A, B, C, D sont déterminées par les conditions initiales et finales de 1; 
et vo. À t = O+, on remplace le condensateur par un court-circuit. À t > œ, on remplace 
le condensateur par un circuit ouvert. Les circuits équivalents initial et final sont mon- 
trés dans la figure 5-14. 


¡,(0+) 100 Q ¡¡(c0) 100 Q 


+ + 


+ + 
120V( ) v2(0+)  120V( ) 200 AS v;() 
- 200 > - : _ 


(a) (b) 
Figure 5-14 Circuits équivalents. 
(a) À t = O+. (bJ À t =œ. 

À t = O+, le courant i; et la tension vz sont: 

1,(0+) = 120/100 = 1.2 A 

vo(0+) = O V 
À t 50, le courant i; et la tension va sont: 

1,(0) = 120/300 = 0.4 A 

200 

200 + 100 
En remplaçant t = 0 et t = œ dans les expressions de 1; (t) et v(t), on obtient les relations 


suivantes: 
1,(0+) = A+B=1.2 


Vo(o) = x 120V = 80 V. 


1,(0) = À = 0.4 
Vo(0+)=C+D=0 
vo(co) = C = 80 
On déduit: B = 0.8 et = -80 


Alors, la solution pour 1, et va sont: 


-t 


1,(t) = 0.4 +0.8e * ES avec t = 33.33 ms, 


-t 


et  vo(t) = 80-800" luto avec t = 33.33 ms. 
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(a) 


(b) 


Figure 5-15 Réponse du circuit RC de l'exemple 5-2 à un échelon 120u(ft). 
(a) Courant dans la source. (b) Tension aux bornes de la résistance R3. 


5.4.4 Réponse d’un circuit du premier ordre à une impulsion ou une 
rampe 


La réponse d’un circuit linéaire à une impulsion (ou une rampe) peut être obtenue en 
dérivant (ou en intégrant) sa réponse à un échelon. Ce résultat découle directement des 
propriétés des circuits linéaires. 


è) = Šuc] Siyo] 


Tableau 5-2 Propriétés des circuits linéaires. 


r(t) = | u(t)dt 


124 CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


Exemple 5-3 Réponse d’un circuit du ler ordre à une impulsion et à une rampe 
Considérons le circuit de l'exemple 5-2. Nous allons déterminer le courant i; (t) et la ten- 
sion vo(t) pour v, = 1200(t) et v, = 2400r(t). 


Cas où v, = 120ôl(t) 
Dans l'exemple 5-2, on a déjà obtenu les réponses à un échelon de 120 V: 
a = 
i(t) = 04 4 08e" uto et vo(t) = TO avec t = 33.33 ms. 


Pour obtenir les réponses a une impulsion 120ô(t), on dérive simplement les expres- 
sions de 1; (t) et vo(t). 


-t -t -t 


i(t) = gloa sose EOS 1.28(t)- 5 8e‘ u(t) = 1.25(t)-24e° u(t) 


-t -t -t 
vo(t) = gleo- 80e AOS 80e u(t) = = 2400e° u(t) 


(a) 


v2(t) 


2400 V 


(b) 


0.04 0.08 0.12 0.16 0.2 


Figure 5-16 Réponse du circuit RC de l'exemple 5-2 à une impulsion 1206(t). 
(a) Courant dans la source. (b) Tension aux bornes de la résistance Ro. 
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Cas où v, = 2400r(t) 
Les réponses à une rampe de 2400r(t) sont obtenues en intégrant les expressions de 
1,(t) et va(t) obtenues pour une excitation de 120u(t) et en multipliant le résultat par 20. 


-t 


-t -t 
i(t) = 20 Í (o4 +ose" luolat = EEE ES 


-t 


-t -t 
vo(t) = 20 Í [180-8067 futo ja = 1600t-53.334( 1 -e Jfa 


—%0 


(a) 


(b) 


Figure 5-17 Réponse du circuit RC de l'exemple 5-2 à une rampe 2400r(t). 
(a) Courant dans la source. (b) Tension aux bornes de la résistance R3. 
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5.4.5 Réponse d’un circuit du premier ordre à une excitation apériodique 


En général, on peut décomposer une excitation apériodique en une somme de fonctions 
singulières (échelon, rampe, ...) et appliquer le principe de superposition pour détermi- 
ner la réponse. Cette approche est illustrée dans l’exemple 5-4. 


Exemple 5-4 Réponse d'un circuit du ler ordre à une impulsion carrée 

On considère le circuit RC de l’exemple 5-2. On désire déterminer le courant i; et la 
tension vı lorsque la source de tension v, est une impulsion carrée d'amplitude 180 V 
et de largeur 50 ms comme illustrée dans la figure 5-18. 


Vs(t) 


180 V 


Figure 5-18 Impulsion carrée de 0 0.05 s 
l'exemple 5-4. 


On peut décomposer v, en une somme de deux échelons: 
v¿(t) = 180u(t) - 180u(t- 0.05) 
Dans l'exemple 5-2, avec une source v, = 120u(t), nous avons obtenu: 


-t -t 


1, (t) = 0. + o-se" uo et va(t) = 80 — 80e ao avec t = 33.33 ms. 


En utilisant les propriétés des circuits linéaires, nous pouvons déterminer 1, et v, pour 


ce cas où v (t) = 180u(t)- 180u(t-0.05) (que nous appelons iix et vay): 


180. 180. 
180 180 
Alors: 
—t —(t- 0.05) 
ijy = 1.5{/0.4+08e acol- 1.5{[0.4+0.8e À lutt-0.05)| 
+ -(t - 0.05) 


Hys 06+ 120" laco -|064 12e ‘ 0.05) avec t = 33 ms 


(10.05) 
-t -(t- 0.05) 


Vox = 120- 120e ‘ ES - 120 - 120e í ES 0.05) avec t = 33 ms 


-t -(t - 0.05) 


eti vo, = 15| 80-80" acol- 1.880-80 
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Figure 5-19 Réponse du circuit RC de l’exemple 5-2 à une impulsion carrée 
d'amplitude 180 V et de largeur 50 ms. 
(a) Courant dans la source. (b) Tension aux bornes de la résistance Ro). 


5.4.6 Réponse d’un circuit du premier ordre à une excitation sinusoidale 


Considérons un circuit RC initialement au repos montré dans la figure 5-20. 


Vs = (Acosopt)u(t) 


V; = (Acoswot)u(t) 


Figure 5-20 Circuit RC excité par une source sinusoïdale. 


L'excitation v, est une fonction sinusoïdale appliquée brusquement à t = 0: 


vs = (Acosospt}u(t) 
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L'équation différentielle qui relie la tension vç à l'excitation v, s'écrit: 


RCE ve + Ve = v, = (Acoswot)u(t) (5-39) 


Nous pouvons exprimer v, comme la partie réelle d'une fonction exponentielle comple- 
Xe: 
j®ot 
v = A-Rele Ol 
L'équation (5-39) devient: 


RO Ev tvo =A: Rea) (5-40) 


Pour résoudre cette équation différentielle linéaire, nous résolvons en premier lieu la 
a 5 . be a ` JOgt 
même équation mais avec le deuxième membre égal a € ut): 


ROA + va = e ult) (5-41) 


dt 
La tension vç sera obtenue ensuite par la relation suivante: ve = A-Ref[vy) 
Solution pour vx: 
e pour t < OQ: v= 0 
e pour t > O: vy est la solution de l'équation suivante: 


RCE VX tvy = € (5-42) 


La solution vy est la somme de la solution particulière vxp et la solution homogène vyy: 
<<: 


ot 


. ur jo s er 
- La solution particulière vxp est Vyp = Be  , où B est une constante à déterminer. 


yt | 
En remplaçant vxp = Be ° dans l'équation (5-42), on obtient: 


Roo me". a (5-43) 
ou bien: 
(ROjop + IBe 0" = e (5-44) 
0 
On déduit: 
_ l (5-45) 
- RCjoy+ 1 


- La solution homogène vx est la solution de l'équation homogène 


RCE Vx + Vx = 0. 
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Nous avons: 
Sit 
vx = De” (5-46) 
où: 
e D est une constante déterminée par la condition initiale de vx, 
e s, est la fréquence naturelle du circuit, qui est la racine de l'équation caractéristique 
RCs + 1 = 0. Doncs, = -1/RC. 


Alors, pour t > O, la solution vy est: 


RC 1 Jôot 
= D 5-47 
YX á RCjJoY +1 l | 
À t = O, la variable vy est continue: 
vx(0+) = vx(0-) = O (5-48) 
En remplaçant t = O dans l'expression de vx, on obtient: 
1 
ROT peral 
On déduit: 
-1 
P = Ro db. 


Finalement, la solution vy pour tout t s'écrit: 


-t -t 
ys role- uo = CT (5-51) 
0 JRCoo) +1 


avec þọ = atan(RCo,) 
La tension vç est donnée par la relation suivante: 


-t 


à costoot-40)- costoe™® luco (5-52) 


JRCoo) +1 


Exemple 5-5 Réponse d’un circuit RL à une excitation sinusoïdale 
Soit le circuit RL montré dans la figure 5-21. 


Vo = A-Re[vyj = 


L'équation différentielle qui relie 1, à v, s'écrit: 
di; ; JOot 
Eer + Ri} = v, = 50cos(2000rt)u(t) = 50. Re4e€ u(t) (5-53) 


avec op = 2000r rad/s. 
Nous résolvons en premier lieu l'équation suivante: 


di | 
L + Rix = our) (5-54) 
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Vs = 50cos(20001t)u(t) 


Figure 5-21 Circuit RL excité par une source sinusoidale. 


Pour t < O, le courant ix est égal à zéro. 


Pour t > O, le courant ix est ix = lxp + igp, avec: 


1 joot 1 j2000r1t -j1.263 j2000rt 
AAA > E EE = 0.0303 e 
XP = To) +R 10+j31.416 ú 
-Rt 
si -1 L _ -0.0303e 11263,-2000t 


lyy = ————e 
XH a 

Ljo, +R 
La solution pour ix pour tout t est: 


-j1.263, j2000nt  -2000t 
[e -e 


iy = 0.0303e Ju(t) (5-55) 


Le courant 1, est donné par la relation suivante: 


-j1.263, j20007t  -2000t 
[e -e€ 


i} = 50-Re(ix) = 50-Re{0.0303e Ju(t)} (5-56) 


i, = [1.515cos(20007t - 1.263) - 0.4595e °°° 


Ju(t) (5-57) 
On peut distinguer dans l'expression de 1; (t) deux parties: 
Partie A: [1.515co0s(20001t - 1.263)]u(t) réponse forcée 


Partie B: [-0.4595e 00 


La figure 5-22 montre le courant 1, en fonction du temps. 


Ju(t) réponse naturelle 
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(a) O t 
1 2 + he 
-1 
; 
(b) Q 1 2 3 t 
ms 


Figure 5-22 Réponse du circuit RL de l'exemple 5-5 à une tension sinusoï- 
dale d'amplitude 50 V et de fréquence 1 kHz appliquée à t = O. 
(a) Réponse forcée. (b) Réponse naturelle. (c) Réponse totale. 


5.4.7 Discussion sur la réponse d’un circuit du premier ordre 


On constate que la réponse d’un circuit du premier ordre à une excitation appliquée 
brusquement à t = O est constituée de deux parties distinctes: la réponse particulière 
et la réponse homogène. 
e La réponse particulière est de même nature que l'excitation et est appelée aussi la ré- 
ponse forcée. 
Si l'excitation est une constante, la réponse particulière sera une constante. Si l’exci- 
tation est sinusoïdale, la réponse particulière sera aussi sinusoïdale de même fréquen- 
ce. 
e La réponse homogène est déterminée uniquement par la nature du circuit et est ap- 
pelée aussi la réponse naturelle. Pour un circuit du premier ordre, la réponse naturelle 
est une exponentielle décroissante de constante de temps t. La constante de temps d'un 
circuit du premier ordre est déterminée par les éléments du circuit: 

e t= RC pour un circuit RC 

e t= L/R pour un circuit RL 
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0.5 


0.050 0.018 0.007 
K 


t 


3T 4r 51 


Figure 5-23 L'exponentielle e** en fonction du temps. 


Un certain temps après t = O, la réponse naturelle devient négligeable. Pour le reste du 
temps, la réponse du circuit est constituée uniquement de la réponse forcée. Si l’exci- 
tation est une constante ou une fonction périodique, la réponse forcée persistera. Dans 
ce cas, on l'appelle la réponse permanente. 


Application 
de l'excitation Réponse naturelle 
+ 
| Réponse forcée Réponse forcée 
á—_ -—_—a__—c— 2 ————————__————_——————+—————————————— | 
0 57 
Repo Régime Régime 
EH ee ee ——————— 
pee transitoire permanent 


Figure 5-24 Régime transitoire et régime permanent dans un circuit du premier ordre. 


On considère que la durée du régime transitoire dans un circuit du premier ordre est 
égale à 5r. 


5.5 Circuits du deuxième ordre 


Un circuit du deuxième ordre est un circuit dont la réponse y et l’excitation x sont re- 
liées par une équation différentielle du deuxième ordre: 


dx 


E + box (5-58) 


2 2 
d y dy d x 
a ta +ay = ba — +b] 
dt? dt dt? 


où les coefficients a», a], ap, ba, by, by sont des constantes. 


Le circuit de base d'un circuit du deuxiéme ordre contient deux éléments accumula- 
teurs d'énergie (L et C) et une ou plusieurs résistances. Il peut prend une des trois for- 
mes suivantes: 


e circuit RCC: deux condensateurs et des résistances. 
e circuit RLL: deux inductances et des résistances. 
e circuit RLC: une inductance, un condensateur et des résistances. 
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La figure 5-25 montre quelques exemples de circuits du deuxième ordre. 


COR CE 


Figure 5-25 Exemples de circuits du deuxième ordre. 


L'analyse d'un circuit du deuxième ordre s’effectue de la même façon que les circuits 
du premier ordre. 


5.5.1 Réponse d’un circuit RCC à un échelon 
Considérons le circuit RCC montré dans la figure 5-26. 
Vs 


50 V 


vs = 50u(t) 


Figure 5-26 Circuit RCC excité par une source échelon. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = 50u(t) représente une source de tension continue de 50 V ap- 
pliquée à t = O. 

Les tensions v; et v, aux bornes des condensateurs sont définies comme les tensions 
nodales du circuit. 


Équation différentielle 
On établit les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds: 


-G3 G, + C3s| | V3 0 
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En résolvant l'équation matricielle (5-59), on obtient: 
G,+G,+Cjs GV, 
= H E _ Gi1G2Vs 
Dale sI RE A Ga nl 
G,+G,+C,s -G, CCS + (GC + GC) + G,C,)s+G,G, 
-G3 G, + C,s 
On déduit: 
OCs + (GC, + G7C7+ G,C,)s+ G G3}v = GG (5-60) 
d d? 
En remplaçant l'opérateur s par a et opérateur s? par —,on obtient l'équation dif- 
dt 
férentielle qui relie la tension va à l'excitation vs: 
2 
dv, dv, 
Avec les valeurs numériques, on obtient: 
dv, dv, 
0.002 + 0.16—— +v, = 50u(t) (5-62) 


Résolution de l’équation différentielle 

Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<O0Oett > 0. 


e Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc v, = O. 
e Pour t > 0: v) est la solution de l'équation différentielle suivante: 
dv, dv, 
0.002 +0.16— +v, = 50 (5-63) 
2 dt 
dt 
La solution de cette équation est la somme de deux termes: V} = V7p+ V2y,» OÙ Vop est 


une solution particulière de l'équation (5-63) et vay est la solution de l'équation homoge- 


2 
d Vo dv, 
ne 0.002 — + 0.16 —— +V) = O. 


La solution particulière est: vop = 50 


. > : E 2 st sat 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: v,,, = A,e PS Ae où 
À, À, S, et sa sont des constantes à déterminer. 


Les constantes s; et sọ sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 


l'équation caractéristique: 0.002 s?+0.16s+1 = 0. 
On a: s1 = -73.166 et s2 = -6.834. 


| t t 
Alors, la solution pour va pour l'intervalle t > O est: Vo = 90 + Aje” + A,e ? 
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Conditions initiales 
Les constantes A; et A) sont déterminées à l’aide des conditions initiales (valeurs à t = 
dv 
0*) de vz et 2. 
) T 
Nous avons: v2(0-) = O parce que le circuit est initialement au repos. 


En examinant l'équation (5-62), on constate que le membre droit [50u(t)] est discontinu 

à t = 0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = 0. Cette disconti- 
2 

Y2 

dt 


nuité doit se trouver uniquement dans le terme 


l ... dv | 
Donc à l'instant t = O, v} et sa dérivée sont continues, c’est à dire: 


va(0+) = va(0-) = 0 
dv, 
dt 


dv, 


Ta =g 


t=0+ t=0- 


sit t ds 
En remplaçant v, = 50+A,e 4 Ae”? dans ces deux conditions, on obtient 


50 +A; +A2=0 (5-64) 
SIA; + S2Å9 =0 (5-65) 
Les solutions de ces équations sont: 
-50 1 1 -50 
0 s3 50s, Si 0 50s; 
A, = =_——> = —— = 5.151 et A, = ——— = ——— = -55.151 
S} -S S) — S 
1 1 1 2 1 1 2 1 
Se Sj S2 
Finalement, la solution pour tout t est: 
v, = [50+5.151e 7% 1% 55 1510 ty (1) (5-66) 


Valt) 


BO V A 


Figure 5-27 Réponse du circuit RCC de la figure 5-26 à un échelon de tension SOuft). 
Tension v aux bornes du condensateur C3. 
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5.5.2 Réponse d’un circuit RLL à un échelon 


Considérons le circuit RLL montré dans la figure 5-28. 


Vs 
100 V 
t 
0 


Figure 5-28 Circuit RLL excité par une source échelon. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = 100u(t) représente une source de tension continue de 100 V 
appliquée à t = 0. 
Nous définissons les courants circulatotres jų et jọ dans les deux mailles du circuit. 


Équation différentielle 
On établit les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des mailles: 


R,+L,s —R; j = Vs (5-67) 
-R, R,+R;+L,Ss||j) 0 


En résolvant l'équation matricielle (5-67), on obtient: 


R,+L,S vs 
AE Ry 0 E RVs 
DAA AAA AS a A A PL a 
-R,  R,+R)+L)s 
On déduit: 
{Li Los? + (R; L; + R} L; + RoLi)s+RiRo}jo = Riv, (5-68) 
d dq? 
En remplaçant l’opérateur s par di et l'opérateur s? par — , on obtient l'équation dif- 
dt 
férentielle qui relie le courant jọ à l'excitation vs: 
de 
A A O ER ER 5-69 
A O Para 1Vs (5-69) 


Avec les valeurs numériques, on a: 
2. ; 

dj, dj» 

0.001 = 0.95 a 


2 + 100j, = 100u(t) (5-70) 
dt t 
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Résolution de l’équation différentielle 

Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<0Oett > 0. 


e Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc jọ = O. 


e Pour t > O: jọ est la solution de l’équation différentielle suivante: 


2. : 
da dj, 
0.001 —5 + 0.95 + 100j, = 100 (5-71) 
2 dt 
dt 
La solution de cette équation est la somme de deux termes: 
J2 = jop + Jon (5-72) 
où j,P est une solution particulière de l'équation (5-71) et joy est la solution de l’équation 
2. 
; da dj, , 
homogène 0.001 —— + 0.95— + 100j, = O. 


La solution particulière de l'équation (5-71) est:  jəp = 100/100= 1 


i 7 E a ; : s,t soto. 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: j,4 = A,e e A,e ? où 


À, A, S, et S sont des constantes à déterminer. 


Les constantes sy et sọ sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 


l'équation caractéristique: 0.001 s“+0.95s+ 100 = 0 

On a: sı = -829.436 et s) = -120.564. 

Alors, la solution pour va pour l'intervalle t > O est: jo = 1+ Aje + Ae 
Conditions initiales 

Les constantes Ay et A) sont déterminées à l’aide des conditions initiales (valeurs à t = 


dj 
0*) de j» et —. 
) de ja e di 


Nous avons: J2(0-) = O parce que le circuit est initialement au repos. 


En examinant l'équation (5-70), on constate que le membre droit [100u(t)] est disconti- 
nu à t = 0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = O. Cette dis- 
2: 


Do l , J 
continuité doit se trouver uniquement dans le terme 2. 


dt? 


l o. dj | 
Donc à l'instant t = O, jọ et sa dérivée En sont continues, c'est a dire: 


j2(0+) = j2(0-) = 0 (5-73) 
dj dj 
2 = = 0 (5-74) 
Clos te 0- 


z st Sot T ; 
En remplaçant j = 1+A;,e De Aze ? dans ces deux conditions, on obtient: 


l] + A: + A) = 0 (5-75) 
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S1À] + S2Å9 =0 (5-76) 
Les solutions de ces équations sont: 
0 s, sı O 
Aj=—— = ——— = 0.17 et A, = = = -1.17 
S4 ~ S9 S] - S2 
1.59 Si a 
1 1 1 1 
Finalement, la solution pour tout t est: 
SA à (5-77) 


j2(t) 


Figure 5-29 Réponse du circuit RLL de la figure 5-28 à un échelon de tension 100u(t). 
Courant j> dans la résistance R3. 


5.5.3 Réponse d’un circuit RLC à un échelon 


Considérons le circuit RLC montré dans la figure 5-30. 
Vs 


50 V 


Figure 5-30 Circuit RLC excité par une source échelon. 


La résistance R est laissée comme un paramètre du problème et on étudiera le compor- 
tement du circuit en fonction de la valeur de R. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = 50u({t) représente une source de tension continue de 50 V ap- 
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pliquée à t = O. 
Nous définissons la tension nodale vı du circuit. 


Équation différentielle 
On établit les équations d'équilibre du circuit en utilisant la méthode des noeuds: 


l] | = 1 5-78 
Css T à FA EA (5-78) 
ou bien: 
2 yb = 5-79 
LCs” + ll 1|V1 = Vs ) 
d q? 
En remplaçant lopérateur s par ai et l'opérateur s? par — ; on obtient l'équation dif- 
dt 


férentielle qui relie la tension vı à l'excitation vs: 
LC——+<——+v, =V (5-80) 


Avec les valeurs numériques, on a: 


d°?v dv 
pa la 2000 (5-81) 


10 
Résolution de l'équation différentielle 
Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<Oett > 0. 
e Pour t < 0: le circuit est au repos. Donc v; = O. 


e Pour t > O: v} est la solution de l'équation différentielle suivante: 


2 
_sd d 
e O 50 (5-82) 


10 


La solution de cette équation est la somme de deux termes: 
Vie Vipt Viy (5-83) 
où vıp est une solution particulière de l'équation (5-82) et v;¡ y est la solution de l’équa- 


2 
d d 
Vi : 02 Vi 


: -5 
t h >ne 10 
ion homogèn E a 


La solution particulière de l'équation (5-82) est: vip = 50. 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: 


s,t Sot 
VIH = Ae + Ae 


où Å}, À, S, et sọ sont des constantes à déterminer. 


Les constantes s, et s sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 
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2, 0.2 


a 2 E 
l'équation caractéristique: 10 Ss? + RS +1 = O0, avec A= (8-2) saxo 


La nature de s, et s2 dépend du signe de A, qui dépend de la valeur de R: 


R < 31.623 Q sı et s sont réelles, distinctes et négatives. 
R = 31.623 Q EST sı et s) sont égales et négatives. 
Sı et s» sont complexes conjuguées, distinctes, 
R>31.623Q | A<o | 1 “2 e Sl 
avec une partie réelle négative. 


Donc, la réponse homogène dépend de la valeur de la résistance R. Afin d'illustrer l'in- 
fluence de R, nous choisissons trois valeurs de R: 10 Q, 31.623 Q, et 90 Q. 


Les valeurs de s, et sọ pour ces trois cas sont données dans le tableau suivant: 


CE 
s] = -316.23 Sn = -316.23 
si = -111.11 +j296.06  s=-111.11 -j296.06 


; ; t t 
Alors, la solution pour v, pour l'intervalle t > O est: v; = 50+ Aje + Ae” 


Note: Le cas où s} = sọ sera traité plus loin. 
Conditions à t = 0 
Les constantes A} et A sont déterminées à l’aide des conditions initiales (valeurs à t = 
O+) de v, et cad i 
dt 
Nous avons: vı (0-) = O parce que le circuit est initialement au repos. 


En examinant l'équation (5-81), on constate que le membre droit [50u(t)] est discontinu 

à t = 0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = O. Cette disconti- 
2 

Yi 

dt 


nuité doit se trouver uniquement dans le terme 


. > a dv l i 
Donc à l'instant t = O, v, et sa dérivée r sont continues, c’est à dire: 


v1(0+) = v1(0-) = 0 (5-84) 
dv; dv; n (5-85) 
dt t=0+ dt t=0- 


t t 

En remplaçant v, = 50+ Aye” + Ae”? dans ces deux conditions, on obtient: 
50 +A; +A2=0 (5-86) 
S1À: + S)Â) = 0 (5-87) 
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-50s, 


50s; 
On a donc: A, = 


2 


A} = 1.352, Ap = -51.352 


A, = -25 + j9.382 = 26.703/2.783 
A) = -25 - 39.382 = 26.703/-2.783 


Finalement, la solution pour tout t est: 


-1948.7t 


-51.3t 


- pour R= 10 Q vı = [50 + 1.352e -51.352e Ju(t) 
-111.11t 


- pour R= 90 Q vı = [50 + 53.406e cos(296.06t + 2.783)]u(t) 
Cas où s; = S2 
Pour ce cas, on peut démontrer que la solution homogène est de la forme: 
Viy = (B,+Btje (5-88) 


La solution pour v, pour l'intervalle t > O est: 


v, = 50+(B,+Bot)e (5-89) 


Les constantes B} et B> sont déterminées par les conditions initiales: 
v¡(0+) = v,(0-)=0=50+B, 


dv; dv; dE E 
a a == Dg 8 By 
dt t=0+ dt t=0- 

On déduit: B, = -50 et B, = -15812 


L'expression de v pour tout t est: 
- pour R = 31.623 Q v; = [50-(50+ 15812t)e °° u(t) 


va (t) 


R = 31.623 Q 


0.05 


Figure 5-31 Réponse du circuit RLC excité par une source échelon en 
fonction de la valeur de la résistance R. 


142 CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


5.5.4 Réponse d’un circuit RLC à une excitation sinusoïdale 


Considérons le circuit RLC montré dans la figure 5-32. 


v, = 100cos(2007t)u(t) 


Vs = 100cos(200xt)u(t) 


Figure 5-32 Circuit RLC excité par une source sinusoidale. 


La résistance R est laissée comme un paramètre du problème et on étudiera le compor- 
tement du circuit en fonction de la valeur de R. 


Le circuit est initialement au repos: les tensions et les courants dans le circuit sont nuls 
avant l'instant t = O. 


La source de tension v, = 100cos(200rt)Ju(t) représente une source de tension sinusoi- 
dale d'amplitude 100 V et de fréquence 100 Hz, appliquée a t = O. 
Nous définissons la tension nodale vı du circuit. 


Equation différentielle 
Nous avons déjà établi l'équation d'équilibre du circuit: 


d v; Ldv, 
LC + === +v] =V (5-90) 
dt? Rdt À 
t 
En remplacant les valeurs numériques dans l'équation (5-90), on obtient: 
d?y dv 
1014027 1,y, = 100cos(2007t)u(t) = 100Re(e 7 "tu(t)y (5-91) 


de Ra 


Résolution de l’équation différentielle 
En premier lieu, nous résolvons l'équation suivante: 


+02 rev ut) (5-92) 


avec 09 = 2007. 


Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue à t = O. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<Oett > 0. 


e Pour t < 0: v, = 0. 
e Pour t > 0: v, est la solution de l'équation différentielle suivante: 
2 ; 
-5d v, o.2dv, jogt 


10 = 1 E PER (5-93) 
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La solution de cette équation est la somme de deux termes: 
Vx = VxP + VxH (5-94) 
où v,p est une solution particulière de l'équation (5-93) et vzy est la solution de l'équa- 


2 
dv, 0.2dv, 

= = 0 
me + R dt + Vy 


; £ -5 
tion homogène 10 

joot 
e 


La solution particulière de l'équation (5-93) est: Vp = B 


jOot E E 
En remplaçant v,p = Be" dans l'équation (5-93), on obtient: 


[10609 + RE Goo) + LB" = 


On déduit: B = l 
-5 2 0.20, 
(1-10 “09)+] 
Pour R =10 Q B = 0.0775/-1.801 
Pour R =31.623 Q B = 0.2021 /-2.209 
Pour R =90 Q B = 0.3066 /-2.699 


La solution de l'équation homogéne est de la forme suivante: 


vu = Aye +Aze 7 (5-95) 


où Aj, A», S, et sọ sont des constantes à déterminer. 


Les constantes s} et S sont les fréquences naturelles du circuit, qui sont les racines de 
l'équation caractéristique: 


RC RE 
s; =-111.11+j296.06  so=-111.11 - j296.06 


Alors, la solution pour v, pour l'intervalle t > O est: 


0 pt t t 
v, = Be" +A e +A,e” (5-96) 


Note: Le cas où s, = są sera traité plus loin. 
Conditions at=0 


Les constantes À, et A) sont déterminées à l’aide de la condition initiale de v, (c'est à 
dire la valeur de v, à l'instant t = O+). 


Nous avons: v,(0-) = O 


z ; l yt | 
En examinant l'équation (5-92), on constate que le membre droit [e °” u(t) ] est discon- 
tinu à t = O. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = O. Cette dis- 
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2 
xX 


dt 
Donc à l'instant t = O, v, et sa dérivée dv/dt sont continues, c'est à dire: 
Vx(0+) = v;(0-) = 0 
dv, 
dt 


continuité doit se trouver uniquement dans le terme 


t=0+ 


J@ot Sit Sot Pe . 
En remplaçant v, = Be +A,e  +A,e dans ces deux conditions, on obtient: 


B+A¡+A2,=0 (5-97) 
J00B + SA] + SpA) = 0 (5-98) 
On a donc: 
On — S3 )B JOA -—S¡)B 
A, = Uog- 2) A, = da (5-99) 
S2 —S] S17 So 


COR Constantes A, et A, 


A, = 0.0257/-0.312 A) = 0.0836/1.652 
A, = 0.4821/0.323 A) = 0.1814/-3.022 


La solution pour v, pour tout t est: 


R=100 v, = [Bel 


-1948.7t -51.3t 
x + 


“+ Aye Aye Hut) (5-100) 


avec: B = 0.0775/-1.801, A; = 0.0257/-0.312, et Az = 0.0836/1.652 
R=900 v, = [Be "+ Aye AH y ¿AI (1) (5-101) 


avec: B = 0.3066 /-2.699, A, = 0.4821/0.323, A, = 0.1814/-3.022, a = 111.11 et f = 
296.06. 
Finalement, la tension v} est donnée par: 


vı = 100Refv,; (5-102) 
- pour R= 100 


v; = 100Re [Be Ae mig O (5-103) 


avec: B = 0.0775/-1.801, A; = 0.0257 /-0.312 et A) = 0.0836/1.652. 
Alors: 


-1948.7t -51.3t 


vı = [7.75c0s(2001t- 1.801) +2.446e - 0.678e Ju(t) (5-104) 


-pourR=90Q v, = [Be "+ A HD, per) (5-105) 
avec: B=0.3066/-2.699, A,=0.4821/0.323, A,=0.1814/-3.022, a=111.11 et B=296.06. 
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Alors: 
v, = [30.66 cos(wpt - 2.699) + (5-106) 
48.21e *‘cos(ft+0.323)+ 18.14e “cos(ft+ 3.022) ]Ju(t) 


ou bien: 


v, = [30.66 cos(200nt - 2.699) + 32.75e %"cos(Bt + 0.5625)Ju(t) (5-107) 


Cas où sy = S 
Pour ce cas, on peut démontrer que la solution homogène pour v, est de la forme: 


Vu = (Di+Dot)e (5-108) 
La solution pour v, pour l'intervalle t > O est: 
v, = Be +(D,+D,t)e (5-109) 
Les constantes D, et D; sont déterminées par les conditions initiales: 
Vx(0+) = v,(0-)= 0 = B + D; 
dv, dv, PT a 
dt t=0+ dt t=0- 
Dans ces équations, B = 0.2021 /-2.209, s, = -316.23 et (y = 2001. 
On déduit: D, = 0.2021/0.933 et D, = 142.16/2.037 
L'expression de v, pour tout t est: 
pour R = 31.623 (2 
v, = [Be +(D, +D,t)e *6%tju(t) (5-110) 
¡(opt - 2.209 i g 
y, = [0.20216 °°° ) $ (0.202180; 140 1602717091628 (4) (5-111) 
L'expression de vı pour tout t est: 
-316.23t 


v, = [20.21 cos(200nt - 2.209) + (12.04 - 6391.3t)e Ju(t) (5-112) 
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v4(t) R = 31.623 Q 


Figure 5-33 Réponse du circuit RLC de la figure 5-32 à une tension sinusoï- 
dale d'amplitude 100 V et de fréquence 100 Hz appliquée à t = O. 
(a) R= 10 2. (b) R = 9042. (c) R = 31.623 Q. 
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5.5.5 Discussion sur la réponse d’un circuit du deuxième ordre 


On constate que la réponse d’un circuit du deuxième ordre à une excitation appliquée 
brusquement à t = O est constituée de deux parties distinctes: la réponse particulière 
et la réponse homogène. 


e La réponse particulière est de même nature que l'excitation et est appelée aussi la ré- 
ponse forcée. 


Si l'excitation est une constante, la réponse particulière sera une constante. Si l’exci- 
tation est sinusoïdale, la réponse particulière sera aussi sinusoidale de même fréquen- 
ce. 


e La réponse homogène est déterminée uniquement par la nature du circuit et est ap- 
pelée aussi la réponse naturelle. Pour un circuit du deuxième ordre, la réponse natu- 
relle est caractérisée par deux fréquences naturelles s, et s, (qui sont appelées aussi 
les pôles du circuit). 

- Pour les circuits RCC et RLL: 

Les fréquences naturelles s; et S) sont réelles et négatives. La réponse naturelle est la 


; s -aıt -a,t 
somme de deux exponentielles décroissantes: yy = A,e + Ae 


La durée du régime transitoire peut être considérée égale à 5 fois la constante de temps 
la plus grande. 

- Pour les circuits RLC: 

Trois cas sont possibles: 

a) s, et S sont réelles et négatives: similaire au cas des circuit RCC et RLL 


b) sı et s2 sont réelles, négatives et identiques: 


| -a,t 
. La réponse naturelle est de la forme suivante: yy = (B, + B,t)e i 


. La durée du régime transitoire est 5/a;. 
c) s, et S) sont complexes conjuguées avec une partie réelle négative: s, = -a + jf et sẹ 
= -a - jp 


œ 


. La réponse naturelle est de la forme suivante: yy = Ae. ‘cos(Bt +0) 


. C'est une fonction sinusoïdale dont l'enveloppe décroît exponentiellement (e“!). 
La durée du régime transitoire est 5/a. 


Application 
de l'excitation Réponse naturelle 
+ 
| Réponse forcée Réponse forcée 
O ———_———————> | 
0 # . 
R Régime Régime 
RR — a 1e 
Spee transitoire permanent 


Figure 5-34 Régime transitoire et régime permanent dans un circuit du deuxième ordre. 
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Fréquence naturelle non amortie et coefficient d’amortissement 
L'équation caractéristique d'un circuit du deuxième ordre est une équation quadratique: 


as +bs+ce = 0 (5-113) 
On peut écrire cette équation sous la forme suivante: 
s +2%0,s+0% = 0 (5-114) 
ou encore: 
s? 2 
S +2s+1 = 0 (5-115) 
On On | 


Dans ces expressions: 
e 6 est définie comme la fréquence naturelle non amortie 
e £ est défini comme le coefficient d'amortissement 
Les fréquences naturelles du circuit sont les racines de l'équation caractéristique: 


Me es or (5-116) 


La valeur de € détermine la nature de s, et s (par conséquent la nature de la réponse 
naturelle): 


e£>1: s,et sọ sont réelles et négatives (la réponse naturelle est sur-amortie) 


aq E 
= -o to v6 -1 


S9 
e£=1: sı et sọ sont réelles, négatives et identiques (amortissement critique) 
e A iT on 


e¿<1l: sı ets, sont complexes conjuguées avec une partie réelle négative (la réponse 
naturelle est sous-amortie) 


S] ade dl 2 
= -Co +tjo,v41-6 


S3 
+£=0: sy, ets) sont imaginaires conjuguées (la réponse naturelle est oscillatoire) 
Si t 
= 3J0, 
39 


La figure 5-35 montre la relation entre les fréquences naturelles et la réponse indicielle 
(réponse à un échelon unitaire) d’un circuit du deuxième ordre. 
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Réponse indicielle 


(a) 
t 
Réponse indicielle 
(b) 
t 
Réponse indicielle c=0 
(c) 


Figure 5-35 Fréquences naturelles et réponse indictelle d’un circuit du deuxième ordre. 


(a) ¿> 1. (b) 0< č < 1. (c) ¢=0. 
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5.6 Régime continu permanent 


Avec une excitation continue (source CC), lorsque le régime transitoire est terminé, le 
circuit entre en un régime permanent où toutes les tensions et tous les courants sont 
constants. Ce régime est appelé régime continu permanent (RCP). 


En régime continu permanent, les dérivées dv/dt et di/ dt sont nulles parce que les ten- 
sions et les courants sont constants. Par conséquent, on peut remplacer les inductan- 
ces et les condensateurs par leurs équivalents, tel qu'indiqué dans le tableau 5-3. 


Élément Équivalent en régime continu permanent 


Condensateur: i = a Circuit ouvert: i = 0 
Inductance: v = LË Court-circuit: v = 0 


Tableau 5-3 Équivalent des éléments L et C en régime continu permanent. 


On obtient ainsi un circuit résistif que l’on peut analyser en utilisant les méthodes ha- 
bituelles. 


Exemple 5-6 Analyse d’un circuit en régime continu 
Considérons le circuit montré dans la figure 5-36. 


Figure 5-36 Circuit excité par une source continue appliquée à t = O. 


L'interrupteur S est fermé à t = O et demeure fermé pour le reste du temps. Le régime 
transitoire se termine après un certain temps. On désire calculer les courants et les 
tensions dans le circuit en régime permanent. 

Pour calculer les tensions et les courants en RCP, on remplace l'inductance L} et les 
condensateurs C} et C) par leurs équivalents RCP comme montré dans la figure 5-37. 


Figure 5-37 Circuit équivalent en régime continu permanent. 
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Nous avons: 
Va(oo) = 100 V Va(co) = 20 V 
1, (00) = 13(c0) = 14(0) = 100V/125Q = 0.8 A 


5.7 Analyse des circuits initialement excités 


Les éléments L et C sont des éléments qui emmagasinent de l'énergie. Par conséquent, 
leur comportement dépend du passé. Pour analyser un circuit déjà excité (c’est à dire 
avec des inductances ayant des courants et/ou des condensateurs ayant des tensions) 
au moment de l’application de l'excitation, on doit tenir compte de l’état du circuit à 


instant t = O dû aux excitations antérieures. 


Un condensateur accumule de l'énergie sous forme d'un champ électrique (qui dépend 
de la tension aux bornes du condensateur). La quantité d'énergie accumulée dépend de 
la capacité C et de la tension v au carré: 


1 2 
Wa = -Cv 
Cc 


Considérons la relation v-1 d'un condensateur: 


Ve = if icdt = Sl icat+ À f icdt (5-117) 
—00 —00 0 
Loa | 


Dans cette relation, le terme v¿(0 ) = = f içdt représente la tension aux bornes du 
—00 


condensateur à l'instant t = O”. Elle représente tout le passé du condensateur parce que 
c'est l'intégrale du courant iç de -œ à O”. 


Ainsi, pour t > O, un condensateur avec une tension initiale vc(0”) peut être représenté 
par un circuit équivalent comprenant un condensateur de même valeur, initialement 
au repos, en série avec une source de tension égale à v.(0"ju(t). 


a a 
+ ur i 
e ve(0-) | C 
, i Fi ! 
i E | Condition 
9 MM IA nitale 
b 
(a) (b) 


Figure 5-38 Modèle d'un condensateur initialement chargé. 
(a) Condensateur initialement chargé. (b) Circuit équivalent pour t > O. 


Une inductance accumule de l'énergie sous forme d'un champ magnétique (qui dépend 
du courant dans l'inductance). La quantité d'énergie accumulée dépend de l'inductance 
L et du carré du courant i: 
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Lo :2 
W, = -Li 
DE 
La relation v-1 d’une inductance est: 
f v¡ dt + 1f vdt (5-118) 
—00 0 


1, (07) 


Si 
il 
| 
sens 
8 
< 
E 
oa 
ret 
l 
¡el 


Dans cette relation, le terme i,(0 ) = > f v, dt représente le courant dans l'induc- 


—00 


tance à l'instant t = O”. Elle représente tout le passé de l'inductance parce que c'est l'in- 
tégrale de la tension v, de -œ à O”. 


Ainsi, pour t > O, une inductance avec un courant initial 1; (0) peut être représentée par 
un circuit équivalent comprenant une inductance de méme valeur, initialement au re- 


pos, en parallèle avec une source de courant égale a 1, (0) u(t). 


a Condition 
i, (0-) £ initiale 
L 
b 
(a) 


Figure 5-39 Modèle d’une inductance initialement chargée. 
(a) Inductance initialement chargée. (b) Circuit équivalent pour t > O. 


Méthode d’analyse 

Utilisant les circuits équivalents présentés précédemment, on peut analyser un circuit 

initialement excité en suivant les étapes ci-dessous: 

Étape 1 Déterminer les tensions aux bornes des condensateurs et les courants dans 
les inductances à l'instant t = 0’. Ces tensions et courants constituent l’état 
initial du circuit. 

Étape 2 Remplacer chaque condensateur et chaque inductance par un circuit équi- 
valent formé d'un élément initialement au repos et une source échelon repré- 
sentant son état initial. 

Étape 3 Analyser le circuit équivalent obtenu dans l'étape 2 par les méthodes utili- 
sées pour les circuits initialement au repos. 
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Exemple 5-7 Analyse d'un circuit initialement excité 
Considérons le circuit montré dans la figure 5-40. 


50 Q 1 2 is R 


50 uF 


Figure 5-40 Circuit contenant un commutateur. 


Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À l'instant t = 0, S change 
de position de 1 à 2 et demeure à cette position pour le reste du temps. On désire dé- 
terminer le courant 1, pour t > O. 


À l'instant t = 0”, le commutateur est à la position 1 et le circuit est en régime continu 
permanent. L'inductance L se comporte alors comme un court-circuit. Le courant cir- 


culant dans La t = O` est égal à: 


Pour t > O, on remplace «l’inductance 200 mH avec condition initiale» par «une induc- 
tance 200 mH sans condition initiale» en parallèle avec «une source de courant de 
2u(t)». On obtient ainsi le circuit équivalent valide pour t > O comme montré dans la 
figure 5-41. 


AAA 
N 


Figure 5-41 Circuit équivalent pour t > O. 


On écrit l'équation d'équilibre du circuit: 


[Ls+R+ Gh = [-Ls]i, (5-119) 
ou bien: 
[LOs + RCs+ 1]i, = [-LCs”]i, (5-120) 
d 2 


par = , on obtient l'équation différentielle qui relie 1; à 15: 


En remplaçant s par — ets 
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LC— + RC +i, = LC (5-121) 


Avec les valeurs numériques, on a l'équation différentielle suivante: 


2. ; 

5d i -3di 
107420 10 
dt dt dt 


En premier lieu, nous résolvons l'équation différentielle suivante: 


2. 
-5d Sa 
5d ls _ _10 54 


- valu] (5-122) 


2 
TS i0 y = uct) (5-123) 
dt? dt 


Cette équation différentielle linéaire a comme deuxième membre une fonction qui est 
discontinue å t = 0. Par conséquent, nous allons considérer deux intervalles distincts: 
t<Oett > O0. 


e Pour t < O: y = 0. 
e Pour t > O: y est la solution de l'équation différentielle suivante: 


2 
0 A yet (5-124) 
at? dt 
La solution de cette équation est la somme de deux termes: y = yp+Yy, Où yp est une 
solution particulière de l'équation (5-124) et yy est la solution de l’équation homogène 
2 
10 EY +2 10 yes 0 
La solution particulière de l'équation (5-124) est: yp = 1 


: z ; a ; s,t Sot 7 
La solution de l'équation homogène est de la forme suivante: yy = A,e a A,e ou 


A4, À, S, et s sont des constantes à déterminer. 


Les fréquences naturelles s; et s» sont les racines de l'équation caractéristique: 
1 2 


i0 "s 42x10 srl <0 
Ona: s4 = -100 + j300 et sz = -100 - j300 


l t t 
Alors, la solution pour y pour l'intervalle t > Oest: y= 1+ Aje + Ae” 


Les constantes A} et A) sont déterminées à l’aide des conditions initiales de y et dy/dt. 
Nous avons: y(0-)=0 


En examinant l'équation (5-123), on constate que le membre droit [u(t)] est discontinu 
à t = 0. Par conséquent, le membre gauche est aussi discontinu à t = O. Cette disconti- 


2 
nuité doit se trouver uniquement dans le terme dy ; 
dt 
Donc à l'instant t = O, y et sa dérivée dy/dt sont continues, c'est à dire: 
y(0+) = y(0-) = 0 (5-125) 
Y a > =0 (5-126) 
t=0+ t=0- 
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t t se i 
En remplaçant y = 1+ Aje” + Ae? dans ces deux conditions, on obtient: 
l1 +A;+A2=0 (5-127) 
S]A; + SA2 = 0 (5-128) 
Les solutions de cet ensemble d'équations sont: 


28) S1 


A = t = = 
1 Te e À) Se (5-129) 
Donc: A, = 0.527 /2.820 et A, = 0.527/-2.820 
La solution pour y pour tout t est: 
sit Sot 
y =[1+A,e +A,e ” Ju(t) (5-130) 


La solution de l’équation (5-122) est donnée par la relation suivante: 


Il 
N 
X 
pa 
O 


2 2 
ly] = -2x 0 sac" sage uO] 
dt dt 


17 


5 t t 
1, = -2x10 S[sŸAje” + s¿Aze ” Ju(t) 


j0.322 ¿(- 100 +j300)t 


i, = -[1.054e -j0.322 (- 100 - j300)t 


+ 1.054e Ju(t) 


-100t 


[-2.108e cos(300t + 0.322) Ju(t) 


Figure 5-42 Courant i; pour t > O. 
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Exercices 


5.1 


5.2 


5.3 


Le circuit de la figure ES5-1 est initialement au repos. 


5000 
+ 
+ 
Vs 1 kQ V 
Q 50u ? 
Figure ES5-1 vs = 15u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension vo. 

Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant ių et la tension va en régime 
permanent. 

b) Déduire le courant i; et la tension va dans les cas suivants: v, = 50(t) et v = 10r(t). 
Tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour chaque cas. 


Le circuit de la figure E5-2 est initialement au repos. 


i 500% 
+ 
ES Cad 
ZO 1k0 A vo 
Figure E5-2 Vs = 15u(t) mH 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i; et la tension vo. 

Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension v, en régime 
permanent. 

b) Déduire le courant 1, et la tension v, dans les cas suivants: v, = 50(t) et v = 10r(t). 
Tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension va pour chaque cas. 


Le circuit de la figure E5-3 est initialement au repos. 


Figure ES5-3 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1,, la tension v; et la tension vo. 
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Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1;,, la tension v; et la tension 
v> en régime permanent. 


b) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i}, la tension v, et la tension v3 
dans le cas où v, est une impulsion carrée d'amplitude 15 V et de durée 30 ms. 


Le circuit de la figure ES-4 est initialement au repos. 


150 Q 


500 mH 


la 


Figure E5-4 Vs = 100u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1,, le courant 1, et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 11, le courant 1, et la tension 
v3 en régime permanent. 


Le circuit de la figure E5-5 est initialement au repos. 


Vs 


Figure E5-5 Vs = 60u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i4, le courant 1) et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1;, le courant i> et la tension 
v3 en régime permanent. 


Le circuit de la figure E5-6 est initialement au repos. 


u 500 


+ 
Vs 200 Q V 
O sou ? 


Figure E5-6 vs = 100cos(200xt)u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i; et la tension vo. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i, et la tension vs en régime 
permanent. 
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5.7 


5.8 


5.9 
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Le circuit de la figure E5-7 est initialement au repos. 
i, 1009 
+ 
t © 
Vs $ 50 Q = V2 
Figure E5-7 vs = 100cos(200t)u(t) 100 mH 
a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v3. 
b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant ių et la tension v, en régime 
permanent. 
Le circuit de la figure E5-8 est initialement au repos. 
i 400 100 uF 
+ + 
Vs 50 uF V2 >800Q 
Figure ES5-8 Vs = 120u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i} et la tension vo. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension v, en régime 
permanent. 


Le circuit de la figure E5-9 est initialement au repos. 


50 uF 500 


+ 
+ 


Vs 200 mH Y Va 


Figure ES-9 Vs = 150u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i; et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension v, en régime 
permanent. 
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5.10 Le circuit de la figure E5-10 est initialement au repos. 


5.11 


5.12 


200 mH 50 Q 


Figure E5-10 Vs = 100u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i; et la tension vo. 

b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension v% en régime 
permanent. 

c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v) pour le cas où 
v&=100cos(5007tju(t). Déduire le courant i; et la tension v en régime permanent. 


Le circuit de la figure E5-11 est initialement au repos. 
100 mH 75 uF 
+ 
Vs V2 
Figure E5-11 Vs = 100u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1; et la tension va. 

b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension v3 en régime 
permanent. 

c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i et la tension va pour le cas où 
Vs= 100cos(4007tju(t). Déduire le courant i; et la tension vg en régime permanent. 


Soit le circuit montré dans la figure E5-12. 


+ 


+ 
120 V7 100 uF VS 120 Q 


Figure ES-12 


Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = O, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? 
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5.13 


5.14 


5.15 


Soit le circuit montré dans la figure ES-13. 
50 9- 200 mH 1 2 i 
Figure E5-13 
Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = O, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 
a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 
b) Quelle est la durée du régime transitoire? 
Soit le circuit montré dans la figure ES-14. 
Figure ES-14 
Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = O, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 
a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension vo. 
b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension v, en régime 
permanent. 
Soit le circuit montré dans la figure ES-15. 
Figure ES-15 


L'interrupteur S est ouvert depuis très longtemps. À t = 0, S est fermé et demeure à cette 
position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courants 1; et la tension vo. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courants 1, et la tension v, en régime 
permanent. 
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Chapitre 6 


ANALYSE DES CIRCUITS ÉLECTRIQUES 
PAR LA TRANSFORMATION DE LAPLACE 


Dans ce chapitre, la transformation de Laplace est définie et ses principales propriétés 
sont étudiées. L'application de la transformation de Laplace dans l’analyse des circuits 
électriques est considérée et une méthode générale d'analyse est présentée. 


6.1 Transformation de Laplace 


La transformation de Laplace transforme une fonction du temps f(t) en une fonction de 
la fréquence complexe s: 


PA 


f(t) > F(s) (6-1) 
La fonction F(s) est la transformée de Laplace de f(t). On écrit: 
F(s) = 448(t)) (6-2) 


Remarque: La fréquence complexe s est habituellement exprimée sous formes = 6 + jo. 


La transformation de Laplace est définie par la relation suivante: 


F(s) = f (Ðe tat (6-3) 
a 


Une fonction f(t) est transformable si: 
- elle est continue par sections, 


: ; 5 7 -0 ¡t 
- il existe un nombre réel et positif o, de telle sorte que f f(e l'dt<o. 
j 


Remarque: Cette dernière condition signifie que l'intégrale (6-3) doit exister. 


Exemple 6-1 Transformée d’un échelon 
La transformée de Laplace d’un échelon unitaire est: 


Liu(t)] = [ar = Et) = E (6-4) 
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Exemple 6-2 Transformée d’une exponentielle 
La transformée de Laplace d'une exponentielle commençant à t = O est: 


7 t z 00 z E 00 
Lje®™u(t)] = f e“ "dees A a (6-5) 
0 a-s a-s 


Liu] = — pouro>a (6-6) 
La transformation de Laplace étant unique, il est possible d'établir une table de trans- 
formation qui contient des paires de transformées de base. En utilisant cette table de 


transformation de base et les propriétés de la transformation de Laplace, on peut dé- 
terminer la transformée d'une fonction f(t) quelconque sans effectuer l'intégrale (6-3). 


Nous allons étudier les propriétés de base de la transformation de Laplace. 


6.1.1 Linéarité 


La transformation de Laplace est une opération linéaire: 


Æaf,(t)+bf,(t)] = al[f,(1)] +b.4[£,(t)] = aF,(s) + DF,(s) (6-7) 
Exemple 6-3  Transformée d’une fonction sinusoïdale 
Nous avons: COSX = CRE, e *] et sinx = zi- e 


Nous écrivons: 


jot | -jot E l 
Lle u(t)] = 0 et Lle u(t)] = Re 
If 1 1 S 
Alors: LI cosotu(t)] = | — + | = 3 (6-8) 
21|S-]O S+]o S ED 
l 1 1 1 O 
et Z{sinotu(t})] = >| — — | = 6-9 
(0) 2jLS-j® S+jo a? 4 


6.1.2 Transformation de dérivée 


Nous écrivons: 


2 Eto] = f | teat = eo + f | sf(t)e “dt = -f(0)+sF(s) 


Donc: 
EO] = sF(s)-{(0) (6-10) 
De façon générale: 


LIE] = s”F(s)-s”7 tE) - 872 0)-...- 2720) (6-11) 


6.1.3 Transformation d’intégrale 


Nous écrivons: 
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2 | | odt = / | | 1 fedt eat = f | | | “at na 


2] f soar] = | a 5 FC) 


Dans le cas d’une fonction de la forme y(t) = [ f(t)dt, nous écrivons: 
00 


y(t) = Í f(t)dt = í f(t)dt + l f(t)dt 
— 00 0 —00 
y(0) = condition initiale 
Alors: || (dde = A | f(t)dt + y(0) | = liF(s) + y(0)] 
Hio 0 S 


avec y(0) = j f(t)dt. 


00 


6.1.4 Changement d'échelle de temps 
Si la transformée de f(t) est F(s), la transformée de f(at) est: 


-st 1 (at) 1 s 
L[fat)] = f f(at)e dt = Lf f(at)e d(at) = L(5) 
ne a Jy- a Na 
6.1.5 Transformation de t”f(t) 


OO) 
LKO] = CD" L ir] 
ds 


Exemple 6-4 Transformée d'une rampe 
Nous avons: r(t) = tu(t) 
Alors: 


LI) = EL a") = a = + 
S 


6.1.6 Transformation de flt)/t 


Nous avons: 


<|] = f F(s)ds 


S 


Cette relation est valide seulement si f(t) est transformable et lim ES] existe. 


t — co 
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(6-12) 


(6-13) 


(6-14) 


(6-15) 


(6-16) 


(6-17) 


(6-18) 


(6-19) 
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Exemple 6-5 Transformée de sinat 


00 


sinat] _ a a S 
LISE | = j > ¿As = arctg(S) 
S 


S +a 


e TE 


= 5 arctg(S) = arccotg( Š) (6-20) 


6.1.7 Translation de l'axe du temps 


Si la transformée de f(t) est F(s), la transformée de f(t-a) est: 


Æjf(t-a)] = f f(t-a)e "tdt = z fít-aje E VA(t-a) = e “E(s) (6-21) 
0 o” 


Exemple 6-6  Transformée d'une impulsion carrée 
La figure 6-1 illustre le calcul de la transformée d'une impulsion carrée d'amplitude 1 
et de largeur a. 


u(t) 


PO 


Liu(t)-u(t-a)] = (1 - ee 


Figure 6-1 Calcul de la transformée d’une impulsion carrée. 


L'impulsion unitaire ô(t) peut être considérée comme la limite d’une impulsion carrée 
d'amplitude 1/a et de largeur a lorsque a tend vers zéro: 


S(t) = im LO ata (6-22) 
a>0¡a 


La transformée de 8(t) sera donc la limite de la transformée de l'impulsion carrée lors- 
que a tend vers zéro: 


LIS(t0)] = lim (2[Laco-ac-a)1] = im La (6-23) 
a— 0 a a—0|as 
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LIS] = dim E) = 1 (6-24) 


f(t) = (1/a)[u(t}-u(t-a)] ô(t) 


Surface = 1 um Surface =1 


Figure 6-2 L'impulsion ôlt) est la limite de l'impulsion carrée. 


6.1.8 Translation de laxe de fréquence 
Si F(s) est la transformée de f(t), la transformée de e*tf(t) est: 


Lie®™ft)] = f 


eme tdt = f fpe Stat = F(s-a) (6-25) 
o o 


Exemple 6-7  Transformée d'une fonction e**f[t) 


Nous avons: Llu(t] = : et Zitu(t)] = = 
S 
; -5t za À -5t _ 1 
Alors: Ze *‘u(t)] = SE et Lite ”‘u(t)] = eo 


6.1.9 Transformation des fonctions périodiques 


Considérons une fonction périodique f(t) de période T qui commence à t = 0. On définit: 
f,(t) = f(t) pour O<t<T la première période de f(t) 


f2(t) = f, (t-T) la deuxième période de f(t) 
fa(t) = f, (t-2T) la troisième période de f(t) 

fa(t) = f(t-3T) la quatrième période de f(t) 
etc. 


La fonction f(t) est égale à la somme des fonctions représentant chaque période: 


F(t) = fa (t) + falt) + falt) + falt) + (6-26) 
La transformée de Laplace de f(t) sera: 
F(s) = Fy(s) + F2(s) + Fa(s) + F4(s) +... (6-27) 
F(s) = Fi(s)+e ` Fi(s)+e ° F (s)+e “° F (s)+e “STF (s)+... (6-28) 
sT 1 


F(s) = E perte O = F(s) > (6-29) 
l-e 
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f(t) 


f(t) 


fa(t) 


Figure 6-3 Décomposttion d'une fonction périodique en une somme de ses périodes. 


On peut constater que la transformée de Laplace d'une fonction périodique de période 
T est égale à la transformée de sa première période multipliée par un facteur de pério- 


dicité 


1- e 


Exemple 6-8  Transformée d'un train d'impulsions 
Considérons le train d'impulsions montré dans la figure 6-4. 


f(t) 


Figure 6-4 Un train d'impulsions carrées. 


La première période de f(t) est: 
f,(t) = S[u(t)- u(t- 0.25)] 
La transformée de la première période de f(t) est: 


F (s) z 2(1 nerve) 
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La période de f(t) est T = 1 s. La transformée de f(t) est donc: 


F(s) = Sa agag 1 -) 


l-e 


6.1.10 Théorème de la valeur initiale et la valeur finale 


La valeur initiale et la valeur finale d’une fonction f(t) sont données par les relations sui- 


vantes: 

Valeur initiale: lim f(t) = lim {sF(s)} (6-30) 
t>0 s>0 

Valeur finale: lim f(t) = lim (sF(s)) (6-31) 
t= œ s — 0 


La deuxième relation s'applique seulement au cas où les racines du dénominateur de 
sF(s) ont une partie réelle négative. Autrement, la limite n'existe pas. 


Sinus amorti e *tsin(ot}u(t) 5 
(s+a) +0 
s+a 
Cosinus amorti e*tcos(ot)u(t) 2 2 
(s+a) +0 


Tableau 6-1 Liste de transformées de Laplace de base. 


1 


70 
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Opération f(t) F(s) 


Multiplier par une Kf(t) KF(s) 
constante 


f1(t) + f2(t) + f3(t) + ...| — Fl(s) + F2(s) + F3(s) + 


2; 


Dérivée seconde 


s“F(s) -sf(0)-f'(0) 


Q |a 


n n n-1 n-2,, 
F(s)-— f(0) — f'(0 
Dérivée d'ordre n df s F(s)-s (0)-s (0) 


dt” -s”7 f0) -... -f7 l(0) 


0 S 


Multiplier par une zat 
Changement d'échelle de flat) ,a > 0 ES 
temps a ‘a 
ds 


sS 


Tableau 6-2 Propriétés de la transformation de Laplace. 


S 
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6.2 Transformation inverse de Laplace 


6.2.1 Définition 


La transformation inverse de Laplace est définie par la relation suivante: 


01 +]0) 
O A Í ' F(s)e*ds (6-32) 
j2T ( 


Cette intégrale est une intégrale de contours dans le plan complexe (plan s). 


Parcours 
d'intégration 


Figure 6-5 Intégrale de transformation inverse de Laplace. 


La fonction du temps f(t) peut être déterminée à partir de sa transformée F(s) en effec- 
tuant l'intégrale (6-32). 

En pratique, on utilise plutôt un tableau de transformation et les propriétés de la trans- 
formation de Laplace (au lieu de faire l'intégrale) pour déterminer la transformée inver- 
se. 

Lorsque F(s) est une fonction rationnelle (ce qui est souvent le cas avec les circuits élec- 
triques), on peut décomposer F(s) en une somme de fractions partielles. La transforma- 
tion inverse de Laplace peut être déterminée ensuite terme par terme. 


6.2.2 Décomposition d’une fonction rationnelle F(s) en une somme de 
fractions partielles 


Une fonction rationnelle F(s) est le rapport de deux polynómes en s: 


m-1 


N(s) _PnS +Dbp 18 +... + bis + bo 


F(s) = (6-33) 


D(s) AUS HAS A +a]S+ag 
De façon générale, toute fonction rationnelle F(s) peut être exprimée comme: 
P(s) 
F(s) = R(s)+ 6-34 
(5) = R) + 5) (6-34) 


avec l’ordre de P(s) inférieur à l’ordre de Q(s). 


Par conséquent, nous allons considérer seulement le cas d’une fonction F(s) ayant m < 
n. 


L'équation D(s) = O possède n racines qui sont appelées les pôles de F(s). Ces pôles 
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peuvent être simples et réels, complexes conjugués, ou multiples. 
On écrit: 


D(s) = a,(s-p,)(S-p:)(S-p3)..(S-p,) (6-35) 


OÙ P1, Po, P3, +- Pn sont les racines de D(s). 


Cas des póles simples et réels 
Lorsque les n pôles de F(s) sont simples et réels, on peut exprimer F(s) sous la forme 


suivante: 
K K K K 
Re Nes E A 2. 2 = (6-36) 
D(s) S-p, S-p2 S-P3 S—Ph 
où K1, Ko, K3, ..., K, sont des constantes réelles données par: 
Kj = (s-p)F(S)|, = p, (6-37) 


Ces constantes Kj sont appelées les résidus de F(s). 


Exemple 6-9 Décomposition d’une fonction F(s) en fractions partielles 
5s? +5s+5 


3 2 
2s` +14s +28s+16 
Les pôles de cette fonction sont: pı = -1, po = -2 et p3 = -4. 


Soit la fonction F(s) suivante: F(s) = 


5s° +5s+5 
2(s + 1)s + 2)(s + 4) 


La fonction F(s) peut étre décomposée en une somme de fractions partielles: 
K K K 

os O IA 

S+1 s+2 s+4 


Nous écrivons: F(s) = 


F(s) = 


Les constantes K,, K, et K sont calculées: 


K - Bs +5s+5 5 

1 2(s+2)X(s+4)| _; 6 

k 5s +5s+5 _-15 

27 2As+1As+4)._, 4 
2 

K, = 5s +5s+5 _ 65 


2(s+1(s+2)|.__, 12 


Cas des póles complexes simples 
Les pôles complexes apparaissent en paires conjuguées. Supposons que F(s} a une pai- 
re de póles complexes simples: 

p =-atjb et  p2=-a-jb 
On peut exprimer F(s) sous la forme suivante: 
N(s) _ N(s) 


de LE D(s) Di(sX{s+a-jb)}(s+a+jb) 


(6-38) 
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K K,* 
1 1 
=. p + = 
F(s) a + EA autres termes (6-39) 
où K] est une constante complexe donnée par: 
K, = (S+a-jJb)F(S)l a+ ¡o (6-40) 


Exemple 6-10 Décomposition d'une fonction F(s) avec des pôles simples 
64(s + 5) 

3s* + 15s° + 33.758” + 60s + 38.25 

Les pôles de F(s) sont: pı = -0.5 + j2, po = -0.5 - j2, p3 = -1 et p4 = -3. 


Soit la fonction F(s) suivante: F(s) = 


Nous écrivons: 

F(s) = 64(s + 5) _ 64(s + 5) 

3(s + 0.5 —-j2)(s +0.5 +j2)(s + 1)(s + 3) 3(s° +S+ 4.25)(s + NE +3) 
On peut décomposer F(s) en une somme de fractions partielles: 
K; K,* K3 K4 
F(s) = —— n t — a t — + — 
(3) s+0.5-j2 54 0.5+j2 54 1 tSF3 

Les constantes K;, K} et K4 sont calculées: 


64(s +5) 


S FTS DDE Des m 
ls BEE, = 10.039 
3(s”+s+4.25)(s+3)| 
64(s+5 
Ke e e = -2.081 
3(S +8s+4.25Xs+ 1) ES 


Cas des póles multiples 
Lorsque F(s) a un pôle p; d'ordre r, on peut exprimer F(s) comme: 


O 908) 


DOTE ss 
La décomposition en fractions partielles donnera: 
F(s) = 2L + e +... + Sy +... + "i + autres termes (6-42) 
S-Pi (s-p)  (s-p} (spy 
où Kii, Kio, ..., Kir sont des constantes données par 
1 qa r | 
cr Po ¡QUA ro. (6-43) 


Pour un pôle double (r = 2), les expressions de K;; sont: 


Ki; = B-P FD] (6-44) 
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K,, = OI (6-45) 


Exemple 6-11 Décomposition d'une fonction F(s) avec un póle double 
Ss(s + 3) 
3 2 
4s + 125" +9s+2 
Les pôles sont: pı = -0.5 (pôle double) et po = -2. 
5s(s + 3) 
4(s+0.5)(s + 2) 


Soit la fonction F(s) suivante: F(s) = 


Nous écrivons: F(s) = 


K K K 
11 a 12 + 2 


La décomposition en fractions partielles donne: F(s) = 3705 a e 0 


Les constantes K,,, K,2 et K, sont calculées: 


2 
O een) _ 5(s+4s+6) Sose 
E pa a r APE E él 
ds| 4(s+2 2 
( ) ce 4(s+2) | _ os 
5s(s + 3) 
Kio = ==> = -1.042 
4(s+ 2) she 
K Se) = -1.111 
4(5+0.5)| _, 


6.2.3 Transformation inverse des fractions partielles 


On constate qu’une fonction rationnelle F(s) peut être décomposée en une somme de 
fractions partielles qui sont des formes suivantes: 


A A A* 
et €xq— _C_ 


3 ______——_——— 
(s+a)” (s+a-jb)" (s+a+jb)” 


Alors, la transformée inverse de F(s) sera égale a la somme des transformées inverses 
des fractions partielles déterminées individuellement. 


Transformée inverse de A 
(s + a)” 
Nous avons: 
Li) 2 (6-46) 
s 
Lita) = Can. (6-47) 
sS 
Len” EC) = = RL) (6-48) 
(S + a)” 


Transformée inverse de 
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—  — 
(s+a-jb) (s+a+jb) 


Nous écrivons: A = A lei? et A* = Ale 1? 


En utilisant la relation (6-48), nous obtenons: 


a'f aet ]_ tale? et (à 
(s+a-jby") (M-1) 


1 -jọ -jọ ee $ | 
| Ale |- Ale”? a HONA- L 4, 


(s+a+jb)” (n-1) 
NON [Ale 7? Al -atn-l j(bt+é)  -j(bt+0) 
L mn + AS a Di° t [e +e Ju(t) 
(s+a-jb) (s+a+jb) a 


à -jọ 
L'a, eT] CA eaten cos(bt + pyu(t) 
(s+a-jb)? (s+a+jb) SES 


—— _— 


sar ao uW 


Alet? Ale’ 
(s+a- jb) (s+a+jb) 2|Ale™®" cos(bt + p)u(t) 


Alel? , Ale 1° 
(s+a-jb)? (s+ta+jb) 


2JAIte *‘cos(bt + b)u(t) 


Ale? 
(S+ a+jb)” 


2|A| eat ¡n-1 
(s+a-jb)” 


m- t cos(bt +@)u(t) 


Tableau 6-3 Quelques paires de transformées utiles. 
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(6-49) 


(6-50) 
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Exemple 6-12 Transformation inverse d’une fonction F(s) 


55 BES 


Dans l'exemple 6-9, nous avons décomposé la fonction F(s) = 2(s+ 1X(s+2X5+ 4) en 


une somme de fractions partielles: 


K K K 
Lu S 


ee s+1 s+2 s+4 


avec K, = 5/6, K = -15/4, et K} = 65/12. 
La transformation inverse de F(s) donnera: 


f(t) = Ls) = tt (e) 


Exemple 6-13 Transformation inverse d'une fonction F(s) 
64(s + 5) 

35 + 158 + 33.758" + 60s + 38.25 
composée en une somme de fractions partielles: 

K Ki" K K 
A T  —. 
S+0.5-j2 s+0.5+]2 s+1 s+3 
avec Kı = 3.979/3.130, K} = 10.039 et K4 = -2.081. 


La transformation inverse de F(s) donnera: 


Dans l'exemple 6-10, la fonction F(s) = a été dé- 


F(s) = 


-0.5t 


ct) = L {F(s)} = [7.9580 %cos(2t+ 3.130) + 10.039e * - 2.081e uít) 


Exemple 6-14 Transformation inverse d’une fonction F(s) 
Ss(s +3) 


Dans l'exemple 6-11, nous avons décomposé la fonction F(s) = READ IO 
4(s + 0.5) (s + 2) 


en 


une somme de fractions partielles: 
K K K 
E 12... 22 
s + 0.5 (s + 0.5) S + 2 


F(s) = 


avec K;11 = 2.361, K;2 = -1.042 et K, = -1.111. 
La transformation inverse de F(s) donnera: 


-0.5t -0.5t 


eL nyc "torne aa 
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6.3 Analyse des circuits par la transformation de Laplace 


L'application de la transformation de Laplace dans l’analyse des circuits électriques est 
illustrée dans la figure 6-6. 

La transformation de Laplace transforme une fonction du temps f(t) en une fonction F(s) 
dans le domaine de s (fréquence complexe). 


Ainsi, on peut transformer un circuit électrique (composé d'éléments et de sources) en 
un circuit transformé dans le domaine de fréquence complexe. Ce circuit transformé est 
composé d'éléments transformés et de sources transformées qui sont obtenus par l'ap- 
plication de la transformation de Laplace. 

On peut transformer également les lois et les théorèmes du domaine du temps en des 
lois et des théorèmes dans le domaine de fréquence complexe. 

Le comportement du circuit est décrit par les équations différentielles dans le domaine 
du temps qui deviendront des équations algébnques dans le domaine de fréquence 
complexe. 

La résolution de ces équations algébriques nous donnera la réponse dans le domaine 
de fréquence complexe. La transformation inverse de Laplace permettra d'obtenir la ré- 
ponse en domaine du temps. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 


Transformation de Laplace 


Circuit transformé 


Circuit électrique 


Lois et 
théorèmes 


Lois et 
théorèmes 


Transformation de Laplace 


Système d'équations 
algébriques 


Systéme d'équations 
différentielles 


Résolution 


Réponse 


Figure 6-6 Analyse des circuits électriques utilisant la transformation de Laplace. 


Résolution 


Transformation de Laplace inverse 


A mm mm me me = ë 


Réponse dans le 
domaine de fréquence 


6.3.1 Transformation des éléments du domaine de temps en domaine de 
fréquence complexe 
Transformation de sources 


Les sources de tension et de courant sont des fonctions du temps. Leurs équivalents 
dans le domaine de fréquence sont leurs transformées de Laplace. 
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Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 


+ + 
Vs(t) ÉL, Vs(s) Vs(S) = Liv oo) 


“6 L, Is(s) 18) = L {it} 


Figure 6-7 Transformation des sources. 


Transformation de R 


On peut transformer une résistance R en un élément dans le domaine de fréquence en 
transformant sa relation v-i comme illustré dans la figure 6-8. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 
iR(t) IR(S) 
+ A + 
vr(t >R us Ve(s) | | ZER 
VR(t) = Rin(t) VR(S) = RIR(S) 


Figure 6-8 Transformation d’une résistance. 


Transformation de L 


On peut transformer une inductance L en un élément dans le domaine de fréquence en 
transformant sa relation v-i comme illustré dans la figure 6-9. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 
lL(S) MO) 
; + 
i (t) 

F pd Z=Ls 

v(t) S.L —==> ST] Vi) 
Li, (0) 

$ + 


V,(s) = Lsl (s) — Li, (0) 


i (t) = al] v (tdt 
—00 


iL(t) = i node if v (9 dt 
—00 | 0 


i (0) 
Figure 6-9 Transformation d’une inductance. 
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Transformation de C 


On peut transformer un condensateur C en un élément dans le domaine de fréquence 
en transformant sa relation v-i comme illustré dans la figure 6-10. 


Domaine du temps Domaine de fréquence complexe 

Ic(s) 

+ ie Z= E 

velt) C ——=>  —Vels) 

+ 

T 0 

| - S 
Vc =g ¡¿(tyat Venere) 
—00 


Figure 6-10 Transformation d’un condensateur. 


6.3.2 Impédance et admittance complexes 


En examinant les relations entre V(s) et I(s) pour les trois éléments R, L, C, on constate 
qu'elles sont de la même forme, lorsque les conditions initiales sont nulles: 

V(s) = Z(s).I(s) (6-51) 
Dans cette expression, Z(s) est une fonction de s appelée impédance complexe. 
On définit l'impédance complexe comme: 

Z(s) = LS (6-52) 

(s) condition -initiale = 0 

L'admittance complexe est l'inverse de l’impédance complexe: 


Y(s) = Z (6-53) 


Élément Impédance complexe | Admittance complexe 
Z(s) Y (s) 
L 
R 
1 
1 


Tableau 6-4 Impédances des éléments RLC. 
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6.3.3 Lois et théorèmes de circuits dans le domaine de fréquence 


Les lois et théorèmes de circuits du domaine du temps peuvent être transformés pour 
être applicables aux variables du domaine de fréquence. 


Lois de Kirchhoff 


N 
+ Loi des courants: y I,(s) = O a un noeud 
k = 1 
N 
e Loi des tensions: yA V,(s) = O dans un parcours fermé 
k=1 


Équations d’équilibre 

Les équations d'équilibre dans le domaine de fréquence sont établies de la même façon 
que dans le domaine du temps en utilisant les mêmes méthodes. La méthode des 
mailles et la méthode des noeuds s’appliquent intégralement. 


Équivalent de deux impédances en série 


L'impédance équivalente de deux impédances connectées en série est égale a la somme 
des deux impédances: 


Zea = Z1(S)+ Zo(s) (6-54) 
La tension aux bornes de chaque impédance est donnée par la loi du diviseur de ten- 
sion: 
Z (8) 
Vi(s) = 555 V(8) (6-55) 
Z (s) +2, (s) 
V,(s) = __ 226), (6-56) 
2 Z (s) + Z,(S) 
où V(s) est la tension totale. 
I(S) 
+ + 
Z1(8)| | V,(s) 
V(s) Zeq = Z4(8)+2Z,(S) 


Zas] | Vos) 


Figure 6-11 Deux impédances connectées en sérte. 
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Équivalent de deux impédances en parallèle 
L'impédance équivalente de deux impédances connectées en parallèle est égale à: 


Zı(s)x Zo(s 
ie E on ne 71077206 (6-57) 
Yeg Yı(s)+ Y (s)  Z.,(s)+2,(s) 
Le courant dans chaque branche est donnée par la loi du diviseur de courant: 
Zo(s) 
O +=I(8 6-58 
ADAN (6-58) 
LS) = ASE (6-59) 
Z,{s) + Z,(s) 


où I(s) est le courant total. 


Yeq = Y, (s) + Y2(S) 


_ Z4(s) x ZAS) 
eq Z,(s)+Z,(s) 


Figure 6-12 Deux impédances connectées en parallèle. 


Équivalent Thévenin d’un dipôle 

L'équivalent Thévenin d'un dipóle est composé d'une source de tension V+(s) en série 

avec une impédance Zr(s) tel qu'illustre la figure 6-13. Les éléments de l'équivalent Thé- 

venin sont définis: 

e Source de tension Thévenin V.y(s) = V(s)|, aa? tension aux bornes a-b en circuit 
ouvert. 


e Impédance Thévenin Zr(s) = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources 
indépendantes dans le dipóle sont annulées. 


l(s) Z1(s) l(s) 
a a 

+ de + 
Vís) =  Vrí(s) V(s) 
- b a - b 


Figure 6-13 Équivalent Thévenin. 


Équivalent Norton d'un dipóle 
L'équivalent Norton d'un dipóle est composé d'une source de courant Iy(s) en parallèle 
avec une impédance Zy(s) tel qu'illustre la figure 6-14. Les éléments de l'équivalent Nor- 
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ton sont définis: 


e Source de courant Norton Iy(s) = (Ss) ly auw courant en court-circuit du dipôle, 


* Impédance Norton Zy(s) = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources 
indépendantes dans le dipôle sont annulées. 


I(S) I(S) 


a a 

+ + 
Vís) T  IN(S) Zn(S) V(s) 
e S 


Figure 6-14 Équivalent Norton. 


6.4 Méthode d’analyse et exemples d’application 


L’analyse d’un circuit électrique à l’aide de la transformation de Laplace peut être ef- 
fectuée en suivant les étapes ci-dessous. 


Étape 1: Transformer le circuit en domaine de s en remplaçant les sources par leurs 
transformées et les éléments R, L, C par leurs impédances. 


. 


Étape 2: Établir les équations d'équilibre du circuit transformé utilisant les méthodes 
habituelles (équivalent série, équivalent paralléle, équivalent Thévenin, équi- 
valent Norton, méthode des mailles, méthode des noeuds, etc.). Les équa- 
tions obtenues sont des équations algébriques. 


Étape 3: Résoudre les équations d'équilibre du circuit transformé. Déterminer la ré- 
ponse désirée en domaine de s. 
Étape 4: Effectuer la transformation inverse de la réponse en domaine de s pour obte- 


nir la réponse en domaine du temps. 


Exemple 6-15 Analyse d'un circuit électrique par la transformation de Laplace 
Considérons le circuit montré dans la figure 6-15. 


100 Q 


200 mH y, i 2500 


Figure 6-15 Circuit avec une source échelon. Vs = 120u(t) 


On désire déterminer le courant i, dans la résistance 250 Q. 

Pour trouver la solution utilisant la transformation de Laplace, nous suivons les quatre 
étapes mentionnées. 

Étape 1: Transformer le circuit 

Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 6-16. 
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100 


Figure 6-16 Circuit transformé. 

Étape 2: Établir les équations d’équilibre 
Les tensions nodales du circuit sont V, et Vp. On établit les équations d'équilibre en 
utilisant la méthode des noeuds: 


1 +. À 1 V, 
50 250 "250 V 
0.28 me 250 n 50 | _ [523 ee. 
s V V 
— — + — + —] | “b s 
250 250 100 92x10% 100 
ou bien: 
540.024  -0.004 SS 5V, 
i | | =| s (6-61) 
-0.004 0.014+—— 9]  lo.o1v 
0.2x 10 i 
Étape 3: Résoudre les équations d'équilibre 
On détermine V, et Vp: 
5V, 
-0.004 
S 
0.01V, 0.014 + —=— 
T 0.2x 10 | 0.029s +7 T 
a — = -4 2 > 
1.2x 10 0.0575 +7 
2 +0.024 -0.004 ia dé 
-0.004 0.014 + — 
0.2x 10 
5 5V 


= + 0.024 54 
S S 


-0.004 0.01V 
V, = s a 0.024s +7 7 


4 2 s 
1.2 x 10 0.057s + 7 
© + 0.024 -0.004 AO DOS. 


-0.004 0.014 + —— 
0.2x 10 
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On calcule le courant I: 


Wa Vo 0.005s 120 1 _ 0.0024 


I, = A AAN O 


* 250 1.2 x 10 *52+0.057s+7 8 250 12x10 *s?+0.057s+7 


Étape 4: Transformation inverse 


On décompose 1, en fractions partielles: 


a 0.0024 
*  1.2x10 "(s+237.5-j43.9)(s + 237.5 +j43.9) 
K K* 


L = s+237.5-j43.9 + s+237.5+j43.9 avec K = -10.2278 = 0.2278/ -1.5708. 


Le courant 1,(t) est obtenu par la transformation inverse de I}: 
it) = 419 


-237.5t 


1,(t) = [0.4556e cos(43.9t-1.5708)]Ju(t) 


ou encore: 


-237.5t 


i,(t) = [0.4556e sin(43.9t)]Ju(t) 


ix(t) 
0.03 


0.02 


001 


t 
Q 0.05 


Figure 6-17 Le courant i, en fonction du temps. 


Exemple 6-16 Analyse d’un circuit électrique par la transformation de Laplace 
Considérons le circuit montré dans la figure 6-18. 


50mH v, 200 mH 


Vs = 50cos(400rt)u(t) 


Figure 6-18 Circuit avec une source sinusoïdale. 
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On désire déterminer la tension v, aux bornes de la résistance 100 Q. 


Le circuit transformé est montré dans la figure 6-19. 


Z, = 0.05s 

Z, = 250 

Z3 = 0.28 

Z4 = 200000/s 
Zs = 100 


_ _ 200000 
Z¿+Zg  s*+2000 


Figure 6-19 Circuit transformé. 


On calcule V, en appliquant deux fois la loi du diviseur de tension: 


Za[Zz + Zoo 1) 
ya eal yo *%t%t%g y 
5 Zeg1+ Z3 z Z(Z3 + Zog1) > 


ATAT 


eql 
V = Zeg122 
Z (Z3 + Z AZ EZ 2 + Zogi) 
V= 5 x 10° 7 50s 


s + 8250s” +(1.35x 10/)s+5x10° s°+(4007)” 


On décompose V, en fractions partielles: 


V = 5 x 10° x 50s 
x — (s+6203.8)(s+1513.7)(s + 532.4)(s-j4007)(s +j4007) 


Ye (020338) s+1518 0 (G+5024) (54001) (614005) 
Les constantes K}, K2, K3, et K4 sont calculées: 
K, = -1.455 Kə = 21.244 K} =-12.840 K4 = 7.355/-2.063 


La tension v,{t) est la transformée inverse de Vy: 


vq 2) 1455, 21244 , -12.840 , 
(s+6203.8) (s+1513.7) (s+532.4) 


7.3554-2.063 " 7.35542.063 
(s-]4001) (s+]4001) 


v(t) = [- 14556 9203.8t 91 0448"1513.7t_ 10 840 532:4 , 


14.71c0s(4001t- 2.063)]Ju(t) 
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Figure 6-20 La tension v, en fonction du temps. 


Exemple 6-17 Analyse d'un circuit avec AMPLI OP par la transformation de La- 
place 
Soit le circuit montré dans la figure 6-21. 


50 kQ 


AMPLI OP 
idéal 


Ri 
R 


A, = 


Figure 6-21 Circuit avec un AMPLI OP. 


On désire déterminer la tension de sortie vo. 


Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 6-22. 


Z5= 50x10 


AMPLI OP idéal 


Figure 6-22 Circuit transformé. 
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La tension V; est égale à O car le gain en tension de l’amplificateur opérationnel est in- 
fini. Le point y est au même potentiel que la masse. 

On choisit V, comme la tension nodale du circuit. On établit équations d’équilibre en 
utilisant la méthode des noeuds: 


V, V 
Pz (6-62) 


En appliquant la loi des courants au noeud y, on obtient: 


Vo -Na 
Ou encore: 
Z 
V, =-23xV,. 
Zs 


L'équation (6-62) devient: 


l1 1 11 -5 | Vs Vo 
— 4 + XV = + — 
3 Z) Z3 + Zs a Zi Z3 


Ou bien: 
1 ta 1 1 -)} Vs 
= = +t l t l lala‘ = — 
E Z5\Z1 Za Za Zx] ° 1 
On déduit: 
A 
Z -V 
Vo = l S 


Za Z Z3Zs ZZ; Z; 


o A 
| Za La 22, 223 4 
4 


pe PR PRE 

2 LEDs 2; 2. 2 

Avec les valeurs numériques, on a: 
-5000 

s? + 200s + 550000 


On décompose V, en fractions partielles: 


o 
o (s+100-3734.85(s + 100 +,734.85) 


Vo = 


V 


V = A IS + _—__- oa 
o” (s+100-3734.85) (s+ 100 +j734.85) 

avec K = -3.402/-1.571. 
La tension v(t) est la transformation inverse de V,: 


Caty) -3.402/-1.571 , -3.40241.571 
vo(t) =L {Va} ARR te 


-100t 


v(t) = [-6.804e cos(734.85t-1.571)]Ju(t) 
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v(t) = [-6.804e °°" 


sin (734.85t)]u(t) 
La figure 6-23 montre la tension de sortie v(t) en fonction du temps. 


5 Volt) 


0.05 


Figure 6-23 La tension v, en fonction du temps. 


6.5 Fonctions de réseau 


6.5.1 Définition 


Dans le chapitre 5, on a vu que la réponse y(t) d'un circuit électrique linéaire est reliée 
à lexcitation x(t) par une équation différentielle d'ordre n: 


AN ad ends, Aou. (6-63) 
nat" .o. ldt O men .. Vat 0 
où les coefficients ap, aj, ..., An et bo, b1, -.., Dm sont des constantes qui dépendent des 


valeurs des éléments du circuit. 


En transformant cette équation différentielle en domaine de Laplace (avec les condi- 
tions initiales nulles) on obtient une équation algébrique qui relie la réponse Y(s) à lex- 
citation X(s): 


[a s" +... +a]s+ao]Y(s) = [b,,s +... +b,s+bp]X(s) (6-64) 
La réponse Y(s) est la solution de l’équation (6-63): 


[bs +...+b,s+ bg] 


Y(s) x X(s) (6-65) 


[a,s” + ...+2,S+ ag] 
On constate que la réponse Y(s) est égale au produit de l'excitation X(s) et la fonction 


[b s" +... +b;s+ bo] . n , | 
H(s) = q AAA Cette fonction est définie comme la fonction de réseau 
[a,S +...+a,S+ag] 


qui est le rapport entre les transformées de la réponse et de l'excitation du circuit: 


H(s) = a (6-66) 


On peut ainsi considérer le circuit électrique comme un système avec l'entrée X(s) et la 
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sortie Y(s) tel qu'illustré dans la figure 6-24. Le système est complètement défini par la 
fonction de réseau H(s). 


Fonction 
de réseau 
Excitation Réponse 
X(s) H(s) Y(s) = H(s) x X(s) 


Figure 6-24 Définition de fonction de réseau. 


Pour un circuit donné, on peut définir plusieurs fonctions de réseau suivant la réponse 
considérée. Les fonctions de réseau d'un circuit ne dépendent que de sa topologie et de 
la nature de ses éléments. 


On distingue deux sortes de fonctions de réseau: fonction immittance et fonction de 
transfert. 


e Fonction immittance est le rapport de deux variables prises à la même paire de bor- 
nes. 


On définit deux types de fonctions immittances: 
- impédance (rapport tension/courant), 
- admittance (rapport courant/tension). 


e Fonction de transfert est le rapport de deux variables prises à deux paires de bornes 
différentes. 


On définit quatre types de fonctions de transfert: 

- Impédance de transfert (rapport tension/courant), 
- Admittance de transfert (rapport courant/tension), 
- Gain en tension (rapport tension/tension), 

- Gain en courant (rapport courant/courant). 


6.5.2 Fonctions de réseau d’un dipôle 


La figure 6-25 montre un circuit électrique représenté sous forme d’un dipôle. Pour ce 
circuit, on peut définir deux fonctions de réseau: 


| | : V,(s) 
- Impédance d'entrée: Zı(s) = 
I, (s) 
- Admittance d'entrée: Y ¡(s) = a) 
: 1 y V,(s) 


Circuit 


Figure 6-25 Circuit électrique représenté sous forme d’un dipóle. 


L'impédance et l’admittance d'entrée sont indépendantes des conditions externes. Elles 
restent inchangées lorsque le dipôle est relié à d’autres circuits. 
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6.5.3 Fonctions de réseau d’un quadripôle 


La figure 6-26 montre un circuit électrique représenté sous forme d’un quadripóle. On 
considère habituellement les bornes 1-1? comme l'entrée et les bornes 2-2’ comme la 


sortie. 


l,(s) Lo(s) 


Circuit V (5) 


Figure 6-26 Circuit électrique représenté sous forme d’un quadripôle. 


Pour ce circuit, on peut définir huit fonctions de réseau: 


Impédance d’entrée 


Admittance d’entrée 


Impédance de sortie 


Admittance de sortie 


Impédance de transfert 


Admittance de transfert 


Gain en tension 


Gain en courant 


Z,(s) = a 
Y,(s) = = 
Z(S) = ua 
Y,(s) = ET 
Ya = 
A;p(s) = Fe 


Les impédances et les admittances d'entrée et de sortie sont indépendantes des condi- 
tions externes. Elles restent inchangées lorsque le quadripôle est relié à d’autres cir- 


cuits. 


Par contre, les impédances et les admittances de transfert ainsi que le gain en tension 
et le gain en courant dépendent des circuits reliés à la sortie du quadripôle. 
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6.5.4 Calcul de fonctions de réseau 


Nous pouvons déterminer les différentes fonctions de réseau d'un circuit en résolvant 
les équations d'équilibre établies à l’aide des méthodes classiques (méthode des 
noeuds, méthode des mailles, etc.) dans le domaine de Laplace. 

Pour certaines configurations de circuit, le calcul des fonctions de réseau peut être ef- 
fectué en utilisant les combinaisons série et parallèle des impédances, les lois de divi- 
seur de tension et diviseur de courant, etc. 


Exemple 6-18 Fonctions de réseau d’un circuit RLC 
Considérons le circuit montré dans la figure 6-27. 


Figure 6-27 Circuit RLC. 


On désire déterminer les fonctions de réseau suivantes: 

- limpédance d'entrée du circuit vue par la source, 

- la fonction de transfert entre la tension de sortie vç et la source vs. 

On convertit le circuit en domaine de Laplace en remplaçant chaque élément par son 
impédance et chaque variable par sa transformée comme illustre la figure 6-28. 


Z = Ls 


Figure 6-28 Circuit transformé. 


L'impédance d'entrée du circuit est la combinaison série et paralléle des impédances 


du circuit: 
LR 2 
zo GO 74 27 a ps CS a RLCS'+LS+R 
A AS) REZ Lo Ti RCE 
Cs 


Avec les valeurs numériques, on a: 


1x10 s” +0.2s +50 
5x10s:4 1 


La fonction de transfert entre la tension de sortie et la source v, peut être déterminée 
en utilisant la loi du diviseur de tension: 


Z,(s) = 


PO a A > A A 
Va 7 ZoZr ZLZc+Z1ZrR+ZcZR  RLCs*+Ls+R 
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Avec les valeurs numériques, on a: 
90 

SR E 

1x10 s +0.2s +50 


Exemple 6-19 Fonctions de réseau d’un circuit actif 
Soit le circuit montré dans la figure 6-29. 


AMPLI OP 
idéal 


Vo 


| | 
=$ 
> 

[e) 
(fl 
8 © 8 


V 


Figure 6-29 Circuit avec un AMPLI OP. 


On désire déterminer les fonctions de réseau suivantes: 
- limpédance d'entrée du circuit vue par la source, 
- la fonction de transfert entre la tension de sortie v, et la tension d’entrée v,- 


Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 6-30. 


Z5=(1/C5S) 


AMPLI OP idéal 


a a 


Figure 6-30 Circuit transformé. 


La tension V; est égale a O car l’ampli op est considéré idéal (A, = œ). Le point y est au 
même potentiel que la masse. 

On choisit V, comme la tension nodale du circuit. On établit équations d'équilibre en 
utilisant la méthode des noeuds: 


V. V 
PAN (6-67) 
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En appliquant la loi des courants au noeud y, on obtient: 


DR PP. 
Za Zs 
Ou encore: 
Z 
Vee KV 
Zs 


L'équation (6-67) devient: 


E A A E | Vs Vo 
+++ XV = + — 
2 Z) Z3 - Zs 7 Z Z 


3 
Ou bien: 
1 Ai 1 1 >] Vs 
À => + | c t l ++) NN = — 
[= Z5\2Z1 Za Z3 Zy| ° 2; 
La fonction de transfert reliant la tension V, et la source V, est: 
zA 
V Z a 
TTE A. A EEE- SEEN 
Vs 1 A 1 1 à Zi Pa PA MA E MA! 
Z ZXL La La Es Z3 Z5 Lol5 Z3Z5 Zs 
-R 
3 
H, (s) = 


R1 R3R4C2C5s° + (RR, + RiRu + R3R4)C5s +R, 
Avec les valeurs numériques, on a: 
-10000 
Ru 
0.02s” + 28s + 10000 


L'impédance d'entrée du circuit est le rapport de V, et I}: 


V V V V/V 
Zi (S) = = = PPS ni = -2 xZ, zZ aol 7 
l (Ya V-V; (VS/V,)-(V,/V.) 
Zı 
Ou encore: 
si 
[H, (s)] 
Z;,(S) = ZN TA 
mor) 


—(R¡R¿R¿C,Cgs + (R1R3 + R R4 + R3R4)C5s +Ry) 


R 
Zin(S) 5 $ 


—(R¡R¿R¿C,Cgs” +(R,Rg + R¡R¿+R¿R¿)Cgs + Ry) 
S — + R¿Css 
3 


x Ry 
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2 
R,R3R4C CSS +(R R3 +R R4 + R3R4)C5s + R} sm 


Zin(S) a 2 
R,R¿R¿C,Cgs? +(R,R¿+R,¡R¿)Cgs+R) 


1 


Avec les valeurs numériques, on a: 


0.02s° + 28s + 10000 


ds 10000 
0.02s + 24s + 10000 


Zin(S) a 


6.5.5 Fonction de transfert et réponse temporelle 


On a vu que dans un circuit la réponse Y(s) est égale au produit de la fonction de trans- 
fert H(s) et excitation X(s): 
Y(s) = H(s) x X(s) (6-68) 


La réponse temporelle x(t) est la transformée inverse de Laplace de Y(s): 
1 1 
y(t) = L (Y(s)) =L (H(s)x X(s)} (6-69) 


La fonction H(s) x X(s) peut être décomposée en une somme de fractions partielles. En 
supposant que cette fonction ne possède que des pôles simples, on peut écrire: 
Y H X > Ko 7 Kn 6-70 
= = + = 
CS O (6-70) 


ñn=1 m= 1 


où pp sont les pôles de la fonction de transfert H(s), pm sont les pôles de l'excitation 
X(s), N et M sont respectivement les nombres de pôles de H(s) et X(s). 


On peut remarquer que les pôles de la fonction de transfert H(s) sont également les ra- 
cines de l’équation caractéristique du circuit: 


5 = 0 
apS +.. +a;sS+a, = a 


Alors, les póles de H(s) sont les fréquence naturelles du circuit. 
La réponse temporelle x(t) est la transformée inverse de l'équation (6-70): 


N M 
t t 
x(t) = y K e™ + Y Ke” (6-71) 
n=1 = 1 
réponse réponse 
naturelle forcée 


On constate que la réponse x(t) est composée de deux parties: 
N 
nt . . . A 
- la réponse naturelle D Ke” qui est une somme de fonctions exponentielles de fré- 


n=1 
quences égales aux fréquences naturelles du circuit, 
M 


| Pato. : 
- la réponse forcée y K,,e ” qui est une somme de fonctions exponentielles de fré- 
m=l 
quences égales aux fréquences de l'excitation. 
On peut ainsi conclure que les póles de la fonction de transfert déterminent la nature 


de la réponse naturelle et les pôles de l'excitation déterminent la nature de la réponse 
forcée. 
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Si Pexcitation x(t) est une impulsion unitaire ô(t), X(s) = 1 et la réponse Y(s) du circuit 
sera égale a la fonction de transfert: 

Y (s) = H(s). 
Dans ce cas particulier, la réponse temporelle y(t) est appelée réponse impulsionnelle 
h(t) du circuit. Elle est la transformée inverse de Laplace de la fonction de transfert H(s): 


h(t) = L us) (6-72) 


On peut dire qu’un circuit est complètement défini par sa fonction de transfert H(s) ou 
par sa réponse impulsionnelle h(t). 


Exemple 6-20 Fonction de transfert et réponse temporelle d’un circuit RLC 
Considérons le circuit RLC montré dans la figure 6-31. 


25 Q 100 mH 


Figure 6-31 Circuit de l'exemple 6-20. 


On désire déterminer la fonction de transfert qui relie v, à vs, la réponse impulsionnelle 
du circuit et la réponse v,(t) lorsque l'excitation v, est 100sin(120rt)u(t). 


On transforme le circuit en domaine de Laplace comme montré dans la figure 6-32. 


Zı =R] V4 Z4 = LS 
DR 


Vs Za = 11(Cs) É R2 í V2 


V2 


Figure 6-32 Circuit transformé. 


Les équations d'équilibre sont obtenues par la méthode des noeuds: 


her ne y 
Zi Z3 Za Za V 7 
1 Los 14 i 

0 


Z, Z, Za 
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En résolvant cette équation, on obtient: 


l1 1 1V; 
o sn E 
EN 0 Vs 
O e A A —_ 
CA AE A A O e 
1 1 1 


Za  Z¿ Za 
La fonction de transfert qui relie V, a V, est: 

H,(s) = 2 E A AMA 
V, ZiZotZiZa+tZiZa + ZZ + Z3Za4 

R 

2 
SE NER 
R LCs” +(R,R,C + L)s +(R, + R3) 


Avec les valeurs numériques, on a: 
50 
-4 2 
2.5x10 s +0.225s+75 
Les pôles de la fonction de transfert H(s) sont les racines de l'équation caractéristique 
-4 2 
2.5x10 Ís" +0.225s +75 = 0: 
pı = -450+3312.25 ps = -450 +j312.25 


H,(s) = 


La réponse impulsionnelle est la transformation inverse de Laplace de H,{(s): 


A aat] 
2.5x10 s +0.225s+75 


La fonction de transfert H,(s) peut être décomposée en fractions partielles: 


a. eo, Pepo Rare 
L? $+450-3312.25 s+450+j312.25 


On déduit: 


E ES A ON 
s+450-j312.25 s+450+j312.25 


h,(t) = 640.51e %cos(312.25t-1.571) = 640.51e *sin(312.25t) 


La figure 6-33 montre la réponse impulsionnelle hy (t) en fonction du temps. 
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h 


et DA E A E 


-20 d ee 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 
Temps (s) 


Figure 6-33 Réponse impulsionnelle du circuit RLC de l'exemple 6-20. 


Si Pexcitation v, est 100sin(120rt)u(t), sa transformée est: 


V = 100 x 1207 120007 
S 2 2 2 2 
s” +(1207) s +(1207) 


La tension de sortie V, est égale au produit de H;{s) et Vy: 


50 12000 
V2 = AV = ————— x E 
2.5x10 s +0.225s+75 S +(1201) 


T 7.5398x10° 
27 (s+450-j312.25)(s +450+j312.25)s-j1207)(s +j1207) 


On peut décomposer V, en une somme de fractions partielles: 
y K; K;* K3 K,* 
27 5+450-j312.25 s+450+j312.25 s=]1207x s+]120m 


réponse naturelle réponse forcée 
Les constantes K} et K, sont égales à: 


-j0.721 


K, = 32.262e 


-j2.706 


K, = 26.722e 


La tension va(t) est la transformée inverse de V3: 


[32.262617 32.262e 26.722e 5276 26.7220127% 


j0.721 
s+450-j312.25 s+450+j312.25 s-]1207  s+j1207 
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-450t 


vo(t) = [64.524e cos(312.25t-0.721)+53.444cos(1207rt-2.706)]Ju(t) 


La figure 6-34 montre la tension de sortie va(t) en fonction du temps. 


2 
E 
= 
a 
C 
a , 
dd fe oh A pee = eo BE 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 


AS A o o E Ae 


V, forcee 


e ARCA MA o a aaa a S ATI: 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 
DES aie a 0 mme. E | gp” 
o 
au 
© 0 AA A A E, A: 
N 
> , . : 
A A cle Ce 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 
Temps (s) 


Figure 6-34 Tension de sortie vo(t) lorsque vs(t) = 100sin{120zrtju(). 
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Exercices 


6.1 


6.2 


6.3 


Déterminer la transformée de Laplace F(s) de chacune des fonctions du temps suivantes: 


a) f(t) = A(1-e Butt) 


O ailleurs 


c) f(t) = Ae™' pour O<t<T 
O ailleurs 


d) f(t) = “e*tu(t) 


e) f(t) = e> tut-2) 


-1.5t 


f) f(t) = 12e cos(500t-0.785)u(t) 


Déterminer la fonction f(t) correspondante à chacune des fonctions F(s) suivantes: 
25+6 


a) F(S) = CU D ae L 
5s +15s + 30s + 20 
2 
b) F(s) = 2 se 
3s +9s +12s+6 
5s- 1 
c) F(s) = nn 
0.2s -0.6s-0.4 
4 
d) F(s) = EE E AR 
0.5s” + 1.5s +2s+1 
e) F(s) = RER n 
S(s + 1)1(0.9s +s+2.5) 
f F(s) = s+3 


7s(2s° +6s+4) 


Le circuit montré dans la figure E6-3 est initialement au repos. 


i4 100 Q 


Figure E6-3 


200 


6.4 


6.5 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


— vue par la source v, et la fonction de transfert 


a) Déterminer l'impédance Z.ą(S) = i 
1 


Vo 
H,(s) = vV p 


S 


b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
1, et la tension v, pour le cas où v,=100u(t). Quelle est la durée du régime transitoire? 


Déduire le courant 1, et la tension v, en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension va pour le cas où 
v,¿=100cos(120rt)u(t). Déduire le courant ių et la tension v en régime permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-4 est initialement au repos. 


i  50Q 50 Q 


Figure E6-4 


— vue par la source v, et la fonction de transfert 


a) Déterminer l'impédance Z.¿¿(s) = 
1 


Vo 


S 


b) Déterminer les fréquences naturelles du circuit. Quelle sera la durée du régime transi- 
toire? 

c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i, et la tension va, pour le cas où 
v¿=100u(t). Déduire le courant 1, et la tension v, en régime permanent. 


d) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension vaz pour le cas où 
v,¿=120c0s(400rt)u(t). Déduire le courant 1, et la tension v3 en régime permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-5 est initialement au repos. 


150 Q 


Figure E6-5 Vs = 100u(t) 


V 
a) Déterminer l'impédance Zea(S) = r vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 
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6.6 


6.7 


Vo 


sS 


b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
1, et la tension v, pour le cas où v,=100u(t). Quelle est la durée du régime transitoire? 


Déduire le courant i} et la tension v, en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour le cas où 
v¿=100c0s(120rt)u(t). Déduire le courant i; et la tension v3 en régime permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-6 est initialement au repos. 


i4 150 Q 


100 mH i, 500 mH 


Figure E6-6 Vs = 100u(t) 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1,, le courant 1, et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1,, le courant ix et la tension 
v3 en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i] et la tension va pour le cas où 
v¿=100cos(500rt)ju(t). Déduire le courant 1, et la tension v, en régime permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-7 est initialement au repos. 


i 200mH 500 


Figure E6-7 


V 
a) Déterminer l'impédance Zog(S) = Ts vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


H V2 

(S) V, . 
b) Déterminer les fréquences naturelles du circuit. Quelle sera la durée du régime transi- 
toire? 
c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension vz pour le cas où 
v¿=100u(t). Déduire le courant 1, et la tension v3 en régime permanent. 


d) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour le cas où 
v¿=100cos(500rtju(t). Déduire le courant 1, et la tension v) en régime permanent. 
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6.8 Le circuit montré dans la figure E6-8 est initialement au repos. 


100 mH 75 pF 


i4 


Figure E6-8 


— vue par la source v, et la fonction de transfert 


a) Déterminer l'impédance Z.¿(s) = 7 
1 


Vo 
Hi(s) =P. 


S 


b) Déterminer les fréquences naturelles du circuit. Quelle sera la durée du régime transi- 
toire? 

c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v) pour le cas où 
v¿=100u(t). Déduire le courant 1, et la tension v, en régime permanent. 


d) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension va pour le cas où 
v¿=100cos(400rt)u(t). Déduire le courant 1; et la tension v, en régime permanent. 


6.9 Le circuit montré dans la figure E6-9 est initialement au repos. 


100 V 
200 Q 


Figure E6-9 


T vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


a) Déterminer l'impédance Zog(S) = 
H Ne 
S) = +. 
1( ) V; 
b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
1, et la tension va pour le cas où v, est l'impulsion carrée montrée dans la figure E6-9. 
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6.10 Le circuit montré dans la figure E6-10 est initialement au repos. 


vs(t) ra 


Figure E6-10 


a) Déterminer l'impédance Zeg(S) = vue par la source vs et la fonction de transfert 


l 
Vo 
H,(s) = yV 6 
S 


b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
1, et la tension v} pour le cas où v, est la fonction montrée dans la figure E6-10. 


6.11 Le circuit montré dans la figure E6-11 est initialement au repos. 


0.05 uF 


Figure E6-11 


— vue par la source v, et la fonction de transfert 


a) Déterminer l'impédance Z,,(S) = 7 
1 


Vo 
H,(s) = $. 
sS 


b) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension va. 

Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant i; et la tension v3 en régime 
permanent. 

c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension v, pour le cas où 
v«=5sin(10007tju(t). Déduire le courant 1, et la tension v en régime permanent. 
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6.12 Le circuit montré dans la figure E6-12 est initialement au repos. 


6.13 


0.05v, 


Vs 


Figure E6-12 Vs = 20u(t) 


V 
a) Déterminer l’impédance Zeg(S) = r vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


Vo 
S 


b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
i, et la tension vo. 


Quelle est la durée du régime transitoire? Déduire le courant 1, et la tension va en régime 
permanent. 


Le circuit montré dans la figure E6-13 est initialement au repos. 


AMPLI OP 
idéal 


i pee 
Figure E6-13 — Ay = 0 = 


V 
a) Déterminer limpédance Z.,(s) = y, vue par la source v, et la fonction de transfert 
1 


H,(5) = Y 
1 S) = —. 
Va 
b) Utilisant les résultats de la partie a, déterminer et tracer en fonction du temps le courant 
i, et la tension va pour le cas où v¿=10u(t). Quelle est la durée du régime transitoire? 


Déduire le courant 1, et la tension v, en régime permanent. 


c) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension va pour le cas où 
v,=15c0s(1000rt)u(t). Déduire le courant 1, et la tension v, en régime permanent. 
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6.14 Soit le circuit montré dans la figure E6-14. 


6.15 


6.16 


Figure E6-14 


Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = O, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i} et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? 


Soit le circuit montré dans la figure E6-15. 


50Q 100 mH 1 2 i 


Figure E6-15 


Le commutateur S est à la position 1 depuis très longtemps. À t = O, S change de position 
de 1 à 2 et demeure à cette dernière position pour le reste du temps. 


a) Déterminer et tracer en fonction du temps le courant i; et la tension v3. 


b) Quelle est la durée du régime transitoire? 


Soit le circuit montré dans la figure E6-16. 


25 Q 


Figure E6-16 


Le commutateur S est à position 2 depuis très longtemps. À t = 0, S change de position de 
2 à 1 et demeure à cette position jusqu’à t = 5 ms. À t = 5 ms, S revient à la position 2 et 
demeure à cette position pour le reste du temps. 


Déterminer et tracer en fonction du temps le courant 1, et la tension va. 
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Chapitre 7 


ANALYSE DES CIRCUITS EN 
RÉGIME SINUSOÏDAL PERMANENT 


Dans ce chapitre, une méthode opérationnelle permettant d'analyser en régime perma- 
nent les circuits excités par des sources sinusoïdales est présentée. Dans ce cas parti- 
culier, toutes les variables du circuit sont sinusoïdales et de même fréquence que 
Pexcitation. Ainsi, seules les amplitudes complexes sont impliquées dans les calculs. 
Dans la deuxième partie du chapitre, le comportement des circuits en régime sinusoi- 
dal permanent est étudié en fonction de la fréquence. Le calcul de la puissance en ré- 
gime sinusoidal permanent est également considéré. 


7.1 Régime sinusoïdal permanent - Notions de phaseur et d’impédance 


Les sources sinusoïdales sont utilisées de façon universelle comme source d'énergie 
dans les systèmes de puissance ou comme signal test dans les circuits de signaux. 
Dans ces systèmes, on s'intéresse particulièrement aux réponses en régime permanent. 
D'où la nécessité de développer une méthode d'analyse spécifique et efficace pour ce 
cas. 


Lorsqu'une source sinusoïdale x(t) = Xcos(wt) est appliquée à un circuit électrique li- 
néaire, la réponse totale est composée de deux réponses distinctes: 


N 


t 
y(t) = X Ae * +Ycos(ot +4) (7-1) 
k=1 
ao o ll 
Réponse Réponse 
naturelle forcée 


à | Skt . : 
La réponse naturelle est une somme d'exponentielles A,e où les fréquences sy sont 
les racines de l'équation caractéristiques. Ces fréquences naturelles ne dépendent que 
de la nature du circuit. Si le circuit est stable, les fréquences naturelles są sont réelles 
négatives ou complexes conjuguées avec une partie réelle négative. 


La réponse forcée est une fonction sinusoïdale d'amplitude Y, de pulsation œ (la même 
que l'excitation), et déphasée d’un angle à par rapport à l’excitation. 

Un certain temps après l’application de l'excitation, la réponse naturelle s’annule et la 
réponse du circuit est constituée uniquement de la réponse forcée. Le circuit est alors 
en régime sinusoidal permanent (RSP). La réponse permanente est donc: 


yp(t) = Y cos(ot + à) (7-2) 
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Pour déterminer cette réponse en régime sinusoïdal permanent, nous avons besoin 
seulement de déterminer l'amplitude Y et la phase 6, la pulsation œ étant connue. 


Nous allons présenter deux notions fondamentales qui sont nécessaires à l’analyse de 
circuits électriques en régime sinusoidal permanent: phaseur et impédance. 
7.1.1 Phaseur (ou Amplitude complexe) 
Considérons une fonction sinusoïdale x(t): 
x(t) = Xcos(ot +46) (7-3) 


où X est l'amplitude, 
œ est la fréquence angulaire (ou pulsation) en rad/s, 
$ est la phase en radian. 


x(t) = Xcos(ot +6) 


Amplitude X ——> x - + — — — — — —- 


Période 


Figure 7-1 Fonction sinusoidale. 


On peut exprimer la fonction x(t) comme la partie réelle d’une fonction exponentielle 
complexe: 


x(t) = Xcos(ot+0) = Re{Xe P e.t = Re{Xel°!} (7-4) 


TR | 
L'exponentielle complexe Xele peut être représentée par un vecteur tournant dans 


le plan complexe comme illustre Fig. 7-2. 


SC rad/s 
‘N 
A 


N 


Re 


Figure 7-2 Vecteur tournant qui représente l’expo- 
nentielle Xellet*#) dans le plan complexe. 


Chapitre 7 Analyse des circuits électriques en régime sinusoidal permanent 209 


La fonction x(t) = Xcos(wt+4) est la projection du vecteur tournant Xel*el°! sur laxe 
réel. 


La quantité complexe X = Xe est appelée l’amplitude complexe ou le phaseur qui re- 
présente la fonction sinusoïdale x(t) = Xcos(wt+4). On peut remarquer que le phaseur 
contient seulement l'information sur l’amplitude et la phase de la fonction sinusoïdale 
x(t). 


On peut représenter un phaseur par un vecteur (fixe) dans le plan complexe, comme 
montré dans la figure 7-3. 


Im 


Xej? 


Re 


Figure 7-3 Vecteur représentant le phaseur Xet, 


Remarques: 
e Par habitude, on ne trace pas toujours les axes réel et imaginaire dans un diagramme 
vectoriel représentant les phaseurs. 


e On utilise également la notation X44 pour désigner le phaseur Xe°. 


7.1.2 Impédance et admittance en RSP 
Considérons la relation v-1 d’une résistance: 
v = Ri 
En RSP, si le courant est i(t) = Icos(ot}), la tension v(t) sera: 
v(t) = RIcos(ot) (7-5) 


On peut constater que la tension v(t) et le courant i(t) dans une résistance sont en pha- 
se. On peut convertir la relation v-1 (7-5) en une relation entre le phaseur tension V et 
le phaseur I comme illustre la figure 7-4. 


Domaine du temps Domaine des phaseurs 
i(t) I 
+ + 
v(t) < R V| |R 
i(t) = Icos(ot) | = lei° 
v(t) = Ricos(ot) V = Rlei° 
v(t) = Ri(t) V=RI 


Figure 7-4 La résistance dans le domaine des phaseurs. 
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La relation V = RI peut être représentée dans le plan complexe par un diagramme vec- 
toriel comme illustre la figure 7-5b. 


PIN ON r 
Ñ SY. NS 


(b) | V 


Figure 7-5 Tension et courant d’une résistance en RSP. 
(a) Dans le domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


Considérons la relation v-i d'une inductance: Y = LE 
En RSP, si le courant est i(t) = Icos(wt), la tension v(t) sera: 
v(t) = LE (Icos(ot)) = Lolsin(ot) (7-6) 


On peut constater que dans une inductance le courant i(t) est en retard de phase de 
90° par rapport à la tension v(t). On dit aussi que la tension v(t) est en avance de phase 
de 90° par rapport au courant i(t). On peut convertir la relation v-1 (7-6) en une relation 
entre le phaseur tension V et le phaseur I comme illustre la figure 7-6. 


Domaine du temps Domaine des phaseurs 
¡(t) I 
+ + 
vte L v| ljlo 
i(t) = Icos(wt) | = le? 
v(t) = -Lolsin(ot) = Lolcos(ot+r/2) V = Lolel? = jLolel0 
v = Ldi/dt V =jLol 


Figure 7-6 L'inductance dans le domaine des phaseurs. 


La relation V = joLI peut être représentée dans le plan complexe par un diagramme vec- 
toriel comme illustre la figure 7-7b. 
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(a) ot 


NIa 


(b) 


Figure 7-7 Tension et courant d’une inductance en RSP. 
(a) Dans le domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


Considérons la relation v-1 d’un condensateur: 1 = ad 
En RSP, si la tension est v(t) = Vcos(ot), le courant i(t) sera: 
i(t) = CH (Vcos(ot)) = -CoVsin(ot) (7-7) 


On peut constater que dans un condensateur, le courant i(t) est en avance de phase de 
90° par rapport à la tension v(t). On dit aussi que la tension v(t) est en retard de phase 
de 90° par rapport au courant i(t). On peut convertir la relation v-i (7-7) en une relation 
entre le phaseur tension V et le phaseur I comme illustre la figure 7-8. 


Domaine du temps Domaine des phaseurs 
+ + 
eg 
v(t) T C v| lis 
v(t) = Vcos(ot) V = Vell 
i(t) = -CoVsin(ot) = CoVcos(ot+r/2) | = CoVei"/? = ¡Covel 

i = Cdv/dt [= jCoV 

ile 

Nes Co 


Figure 7-8 Le condensateur dans le domaine des phaseurs. 


La relation I = joCV (ou V = I/joC) peut être représentée dans le plan complexe par un 
diagramme vectoriel comme illustre la figure 7-9b. 
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v(t) 


(a) ot 


(b) 


N|a 


V 


Figure 7-9 Tension et courant d'un condensateur en RSP. 
(a) Dans le domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


Nous constatons que la relation entre le phaseur V et le phaseur I des trois éléments 
R, L, C est de la forme suivante: 


V = Z(jo)l (7-8) 


La quantité complexe Z(jw) est définie comme l’impédance en RSP de Vélément. 


Inductance L 


Condensateur C 


Tableau 7-1 Impédance en RSP des éléments électriques. 


L'admittance en RSP d'un élément est l'inverse de son impédance: 


Ydo) = 25) (7-9) 


On peut généraliser la notion d'impédance en RSP à des dipôles électriques: l'impédan- 
ce en RSP d’un dipôle est égale au rapport du phaseur tension V à ses bornes et du 
phaseur courant I qui le traverse. On écrit: 


ZGo) = = (7-10) 
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Domaine du temps Domaine des phaseurs 

i(t) l 
+ + 
v(t) V 

v(t) = Vcos(ot) EUGI Le 

i(t) = Icos(wt-8) V = Vel" 

I= lei 
Z(jo) = y = vel 


Figure 7-10 Impédance en RSP d’un dipôle. 


La relation V = Z{(ju)I peut être représentée dans le plan complexe par un diagramme 
vectoriel comme illustre la figure 7-11b. 


v(t) 


i(t) 


ot 


(a) 


Figure 7-11 Tension et courant d’un dipôle en RSP. 
(a) Dans le domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


On peut remarquer que l’angle de déphasage 8 entre la tension v(t) et le courant i(t) est 
représenté dans le plan complexe comme l’angle entre le phaseur tension V et le pha- 
seur courant I. 


De façon générale, l'impédance Z d'un dipóle est complexe: 
Z(jo) = R+jX = Ze? (7-11) 


La partie réelle R est appelée la résistance. La partie imaginaire X est appelée la réac- 
tance. L'unité utilisée pour R et X est Ohm (Q). 


Le module de Z(jo) est Z = JR? I, L’angle de Z(jœ) est O = atan H 
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Figure 7-12 Représentation graphique 
d'une impédance Z = R + jX. 


La nature du dipôle est déterminée par langle O de son impédance Z: 

+ 0 = 90° : Pimpédance Z est purement inductive, 

e 0° < 0 < 90” : Pimpédance Z est inductive, 

e 0 = 90° : limpédance Z est purement résistive, 

e -90° < 0 < 0° : Pimpédance Z est capacitive, 

e 0 = -90° : limpédance Z est purement capacitive. 
L'admittance Y d'un dipôle est l'inverse de son impédance Z: 
1 
Z(jo) 
La partie réelle G s’appelle la conductance et la partie imaginaire B s’appelle la suscep- 
tance. L'unité utilisée pour G et B est Siemens (S). 


YGo) = = G+jB (7-12) 


Exemple 7-1 Calcul d’impédance 


Les formes d’ondes de tension et de courant d’un dipôle sont montrées dans la figure 
7-13. 


Figure 7-13 Tension et courant d’un dipôle en RSP. 


La période de la tension et du courant est T = 10 ms. La fréquence est égale à: 


La tension V est prise comme référence de phase: 


V = 120e? = 120/0V. 
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Le courant est en avance de phase par rapport à la tension d'un angle de: 


p = F> x 27 = 0.9425 rad (ou 54°). 


Le phaseur courant I est: 


¡0 ¡0.9425 
I = 8e" = 8e 


L'impédance Z est égale à: 


A 


DEL = se a871 1350 


C’est une impédance capacitive de 15 Q avec un angle de -0.9425 rad (ou -54°). La ré- 
sistance est égale à 8.817 Q et la réactance est égale à -12.135 Q. 


La figure 7-14 montre la représentation de l’impédance Z dans le plan complexe. 


Figure 7-14 Représentation graphique 
de Z = (8.817 - j12.135) Q. 


7.2 Analyse des circuits électriques en régime sinusoidal permanent 


7.2.1 Méthode d’analyse 


L'analyse d'un circuit électrique en régime sinusoidal permanent peut être effectuée 
dans le domaine des phaseurs en se basant sur les notions de phaseur et d'impédance 
présentées dans le paragraphe précédent. 

Le processus de l'analyse des circuits électriques en régime sinusoidal permanent est 
illustré dans la figure 7-15. 

On convertit le circuit électrique à analyser (composé d'éléments et de sources) en un 


circuit transformé dans le domaine des phaseurs en remplacant chaque élément par son 
impédance RSP et chaque variable par son phaseur. 


On peut transformer également les lois et les théorèmes du domaine du temps en des 
lois et des théorémes dans le domaine des phaseurs. Le comportement du circuit dans 
le domaine des phaseurs est décrit par des équations algébriques . 

La résolution de ces équations algébriques nous donnera la réponse dans le domaine 


des phaseurs. La transformation inverse permettra d'obtenir la réponse en domaine du 
temps. 
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Domaine du temps Domaine des phaseurs 


Transformation en phaseurs 


— ee = = = = = ee 


Circuit transformé 


Circuit électrique 


Lois et 
théorèmes 


Système d'équations 
algébriques 


Résolution 


Réponse dans le 
domaine des phaseurs 


Réponse Transformation inverse 
II COR ER ET EE 


Figure 7-15 Analyse des circuits électriques en régime sinusoidal permanent 
dans le domaine des phaseurs. 


On peut suivre les étapes décrites ci-après: 

1. Transformer le circuit en domaine des phaseurs en remplaçant chaque élément par 
son impédance en RSP. 

2. Représenter les variables tension et courant par des phaseurs. 


3. Établir les équations d'équilibre en appliquant les lois et théorèmes ainsi que les 
méthodes habituelles du domaine du temps. 


4. Résoudre les équations de phaseurs. 


Il est important de noter que dans le domaine des phaseurs, toutes les quantités sont 
complexes. Par conséquent, tous les calculs sont des calculs complexes. 


7.2.2 Lois et théorèmes dans le domaine des phaseurs 


Les lois et théorèmes du domaine du temps peuvent être transposés pour s'appliquer 
aux phaseurs. 


Lois de Kirchhoff 


N 
e Loi des courants: > I, = 0 à un noeud 
k=1 
N 
e Loi des tensions: ` V, =0 dans un parcours fermé 
k=1 


Équations d’équilibre 

Les équations d'équilibre dans le domaine des phaseurs sont établies de la même façon 
que dans le domaine du temps en utilisant les mêmes méthodes. La méthode des 
mailles et la méthode des noeuds s'appliquent intégralement. 
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Équivalent de deux impédances RSP en série 
L'impédance équivalente de deux impédances connectées en série est égale a la somme 
des deux impédances: 


Zeq = Z: 0o)+ Zo) (7-13) 
La tension aux bornes de chaque impédance est donnée par la loi du diviseur de ten- 
sion: 
V Ly 7-14 
Ze a 
Z2 
V, = (7-15) 
Z, +2 


où V est la tension totale. 


+ + 
z| | v. 

V P Zeq = Z,¡+ Z2 
Z2 V 


Figure 7-16 Équivalent de deux impédances E 
en série. 


Équivalent de deux impédances RSP en parallèle 
L'impédance équivalente de deux impédances connectées en parallèle est égale à: 


Z,Go)xZ,Go 
Z, hs e 7100) 200) (7-16) 
q Ye Y,G0)+Y,G0) Z,(0)+Z,00) 
Le courant dans chaque branche est donnée par la loi du diviseur de courant: 
Z3 
I, = (7-17) 
Z, +Z, 
Z; 
1, = I (7-18) 
Z,+2, 


où I est le courant total. 
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+ É Yog = Y1+Y 
eq” '1 2 

` i IE 2,2) 

- Leq © Z.+2, 


Figure 7-17 Équivalent de deux impédances 
en parallèle. 


Équivalent Thévenin d’un dipôle 

L'équivalent Thévenin d'un dipôle est composé d’une source de tension Vy en série avec 
une impédance Zy tel qu'illustre la figure 7-18. Les éléments de l'équivalent Thévenin 
sont définis: 

e Source de tension Thévenin Vr = vi, E tension aux bornes a-b en circuit ouvert, 


e Impédance Thévenin Zr = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources 
indépendantes dans le dipóle sont annulées. 


< 
|| 
< 

— 
< 


Figure 7-18 Equivalent Thévenin d'un dipóle. 


Équivalent Norton d'un dipôle 

L'équivalent Norton d'un dipôle est composé d'une source de courant IN en parallèle 
avec une impédance Zy tel qu'illustre la figure 7-19. Les éléments de l'équivalent Norton 
sont définis: 


e Source de courant Norton Iy = -I[,, _ ¿ = -courant en court-circuit du dipôle, 


e Impédance Norton Zr = impédance vue aux bornes a-b lorsque toutes les sources in- 
dépendantes dans le dipôle sont annulées. 


Figure 7-19 Équivalent Norton d’un dipôle. 
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Exemple 7-2 Analyse d’un circuit en RSP 
Le circuit montré dans la figure 7-20 est en régime sinusoidal permanent. 
On désire calculer les tensions et les courants du circuit. 


150 Q 


Figure 7-20 Circuit RLC en régime 
sinusoidal permanent. Vs = 100cos(800rt) 


On transforme le circuit en RSP en remplaçant chaque élément par son équivalent RSP 
et chaque variable par son phaseur comme illustre la figure 7-21. 
On a: 


V. = 100e? = 10020 


S 
Z, = j20x10 x 800r = j50.27Q 
D = 006 
j10x10 x 8001 


Figure 7-21 Circuit transformé. 


L'impédance équivalente vue par la source V, est égale à la combinaison série et paral- 
lèle des impédances: 


ZcZR _. (-j39.79)150 
Lia ZL+ ZZ = j50.27 + 039.79 = 9-86 +j13.096 = 16.393/0.925 Q 
Le courant I, est égal à: 
Vs 10020 
A 7 


eq 
On utilise les équivalents série et parallèle et les diviseurs de tensions et de courants 
pour calculer les tensions et les courants du circuit. 
On a: 


Z 150 
I = 571, = (6.120.925) = 5.896/-0.666 A 
EETA 150-j39,70 


Ip = 1-10 = (6.1/-0.925)-(5.897/-0.666) = 1.564/-2.237 A 
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V, = Z,1, = (G50.27)(6.1/-0.925) = 306.65/0.645 V 
Ve = ZRlg = 150(1.564/-2.237) = 234.61/-2.237 V 


À partir des phaseurs, on peut écrire les expressions temporelles des tensions et des 
courants du circuit: 


i (t) = 6.1 cos(8001t - 0.925) 
ic(t) = 5.896 cos(8001t- 0.666) 
iR(t) = 1.564 cos(8001t- 2.237) 
vL(t) = 306.65cos800rt + 0.6465 
Vo(t) = 234.61 cos(8001t- 2.237) 


Les formes d'ondes des tensions et des courants du circuit sont montrées dans la figure 
7-22. 


L= ic TIR 


(a) 


-400 


Figure 7-22 Formes d'ondes du circuit de la figure 7-20. 
(a) Courants. (b) Tensions. 
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7.2.3 Diagramme vectoriel 


Considérons le circuit de l'exemple 7-2. Les relations entre les tensions et les courants 
dans le domaine du temps s'écrivent: 


v(t) = v(t) + vo(t) 


i (t) = ic(t) +ip(t) 
Y, (1) = LÈ Ei (0) 
. _pd 

ic(t) = Ca a 


ve(t) = Rip(t) 


Ces relations peuvent être transposées dans le domaine de phaseur: 


V, = jLol, 


On peut illustrer ces relations dans le plan complexe où chaque variable (phaseur) est 
représentée par un vecteur qui indique le module et l'angle de la variable. Ce diagram- 
me s'appelle diagramme vectoriel. 


Figure 7-23 Diagramme vectonel illustrant les relations 
entre les tensions et les courants de l'exemple 7-2. 
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7.3 Réponse en fréquence 


7.3.1 Impédance des éléments R, L, C en fonction de la fréquence 


Nous avons vu que les impédances des éléments R, L, C en régime sinusoidal perma- 


nent sont: 
ZRGo) = R 
Z,Go) = joL 
Zoco) = TES 
Co 


L'impédance de la résistance est indépendante de la fréquence angulaire œ de la source 
d'excitation tandis que l'impédance de l’inductance et celle du condensateur en dépen- 
dent. Par conséquent, lorsque la fréquence de l'excitation varie, les tensions et les cou- 
rants dans un circuit en RSP varieront. 


La figure 7-24 montre l'impédance des trois éléments R, L, C en fonction de la fréquence 


O. 
Ze] [Ze 
(a) 5 0 
(2, | [Z 
2 
(b) : o 
(e) Mo 


Figure 7-24 Impédance des éléments R, L, C en fonction de la fréquence. 
(a) Impédance de R. (b) Impédance de L. (c) Impédance de C. 
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Remarque: 
La fréquence angulaire o (en rad/s) est égale à 2rf (fest la fréquence en Hz). Cependant, 
on utilise souvent le terme générique « fréquence » pour désigner indifféremment o et f. 


Exemple 7-3 Comportement d’un circuit RLC en fonction de la fréquence 
Considérons le circuit RLC montré dans la figure 7-25. 


1/(¡0C) 


i L o 
4 
+ + 
Vs R Vs R 


L joL 
Z, 
(a) | (b) 


Figure 7-25 Circuit RLC en RSP. 
(a) En domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


L'impédance équivalente vue par la source est la combinaison série des impédances: 


| 1 | 1 
Zan = R+3L + = R+j(L "A 
eq JHO + ico Aer" 
Cette impédance est une fonction de la fréquence angulaire œ. La partie réelle (résistan- 
ce) est constante tandis que la partie imaginaire (réactance) dépend de «: 
Résistance = R, 
1 


Réactance = (Lo — —) , 
Co 


Lorsque œ < E , la réactance est négative. L'impédance Zeq est alors équivalente à 
JLC 


une résistance R en série avec un condensateur de valeur e > 
1-LCo 
l E PR nc j 
Lorsque o = Pre , la réactance est nulle. Limpédance Z., est alors équivalente à une 
LC 
résistance R. On dit que le circuit RLC est en résonance et la fréquence 0p = —— est 


JLC 


la fréquence de résonance. 


Lorsque o > A , la réactance est positive. L'impédance Zeg est alors équivalente à une 
NEC 


2 
résistance R en série avec une inductance de valeur L- on = ES , 
Co LCo 


Application numérique 
Considérons le cas où R = 10 Q, L = 50 mH et C = 100 F. 


La fréquence de résonance est: 
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OR = l = A: A = 447.21 rad/s. 
JLC 50x10? x 100x10 
- Lorsque o = 250 rad/s, l’impédance Zeg est égale à: 
Zeq(250) = 10 +j( 50x10 x 260-—_— EET. = 10-j27.5 = 30.208/-1.1440Q 
100x10 x25 


Limpédance Zeq est alors équivalente à une résistance de 10 Q en série avec un con- 
densateur de valeur 145.45 uF. 
- Lorsque o = 0 = 447.21 rad/s, l'impédance Zeq est égale à: 


"me 
100x107 x 447.21 


L'impédance Zeg est alors équivalente à une résistance de 10 Q. 


Z. (OR) = 10 +j(50x10 x 447.21 — 


- Lorsque o = 550 rad/s, l'impédance Zeq est égale à: 
e) = 10+j9.318 = 13.668.40.750 Q. 
100x10 x 55 


L'impédance Zeg est alors équivalente à une résistance de 10 Q en série avec une in- 
ductance de valeur 16.9 mH. 


Z,4(550) = 10 + (50x10 x 550 - 


7.3.2 Fonctions de réseau RSP 


Dans un circuit en régime sinusoidal permanent, la réponse Y{jo) et l'excitation X(j0) 
sont reliées par une équation algébrique. Le rapport de la réponse Y(jw) et l'excitation 
X (jo) est définie comme une fonction de réseau RSP H(jo): 


; YGo) 
= : Ts 
H(Go) X(o) (7-19) 
Fonction 
de réseau RSP 
Excitation Réponse 
X(o) Ho) Y (jo) = Ho) x X(o) 


Figure 7-26 Définition de fonction de réseau RSP. 


Pour un circuit donné, on peut définir plusieurs fonctions de réseau RSP suivant la ré- 
ponse considérée. Les fonctions de réseau RSP d'un circuit ne dépendent que de sa to- 
pologie et de la nature de ses éléments. 


On distingue deux sortes de fonctions de réseau RSP: fonction immittance et fonction 
de transfert. 


e Fonction immittance est le rapport de deux variables prises a la même paire de bor- 
nes. 


On définit deux types de fonctions immittances: 
- impédance (rapport tension/courant), 
- admittance (rapport courant/tension). 


e Fonction de transfert est le rapport de deux variables prises à deux paires de bornes 
différentes. 
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On définit quatre types de fonctions de transfert: 

- Impédance de transfert (rapport tension/courant), 
- Admittance de transfert (rapport courant/tension), 
- Gain en tension (rapport tension/tension), 

- Gain en courant (rapport courant/courant). 


Les différentes fonctions de réseau RSP d’un circuit sont définies dans le tableau 7-2. 


Impédance 


Immittance 


Admittance 


Impédance 
de transfert 


Admittance 
de transfert 


Fonction de transfert 


Gain en tension 


Gain en courant 


Tableau 7-2 Fonctions de réseau RSP. 


7.3.3 Calcul de fonctions de réseau RSP 


Nous pouvons déterminer les différentes fonctions de réseau RSP d’un circuit en résol- 
vant les équations d’équilibre établies à l’aide des méthodes classiques (méthode des 
mailles, méthode des noeuds, etc.). 

Pour certaines configurations de circuit, le calcul des fonctions de réseau peut être sim- 
plifié en utilisant les combinaisons série et parallèle des impédances, les lois de diviseur 
de tension et diviseur de courant, etc. 

On peut aussi déterminer en premier lieu la fonction de réseau H(s) dans le domaine 
de s. En remplaçant ensuite s par jo, on obtiendra la fonction de réseau RSP H(jo). 


Exemple 7-4 Fonctions de réseau RSP d’un circuit RLC 
Considérons le circuit montré dans la figure 7-27. 
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Figure 7-27 Circuit RLC en RSP. 


La source de tension v, est une source sinusoïdale de fréquence angulaire o. 
On désire déterminer les fonctions de réseau suivantes: 

- limpédance d'entrée du circuit vue par la source 

- la fonction de transfert entre la tension de sortie vç et la source vs 


On convertit le circuit en RSP en remplaçant chaque élément par son impédance RSP 
et chaque variable par son phaseur comme illustre la figure 7-28. 


Figure 7-28 Circuit transformé. 


L'impédance d'entrée du circuit est la combinaison série et parallèle des impédances 


du circuit: 
V ZeZ TC ER (R-RLCo?)+joL 
Z. (jo) = = =Z,+ EN ED e E o do to 
I, Ze +ZR _1 LR 1 +jRCo 
joC 


Avec les valeurs numériques, on a: 
Z (a) C 107 °°) + j0.020 
ino) = 1+30.00150 


La fonction de transfert entre la sortie et l'entrée peut être déterminée en utilisant la loi 
du diviseur de tension: 


Zor 
H jo) Ve B Zc + ZR B ZcZę E R 
O E A A A — 
Vs 7 , ZcZr Z12c+t212r*ZcZR (R-RLCo”)+joL 
b Zet ZR 


Avec les valeurs numériques, on a: 
150 


H,Go) = Arr T E de ne ne 
(150 -3 x 10 © )+]70.02w 


Chapitre 7 Analyse des circuits électriques en régime sinusoidal permanent 227 


7.3.4 Réponse en fréquence 


En général, une fonction de réseau H(jw) est une fonction complexe de œ. On peut ex- 
primer la fonction H(jw) sous forme polaire: 


H(jo) = Alo) (7-20) 
où: 
A(œ@) = |¡HGo)| est l'amplitude de H(jo), 
b(o) = ZH(jo) est la phase de H(jo). 


Les deux fonctions A(w) et b{(w) constituent la réponse en fréquence du circuit. Elles re- 
présente le comportement du circuit en RSP en fonction de la fréquence de l’excitation. 


Pour illustrer la réponse en fréquence d’un circuit, on peut utiliser deux graphiques re- 
présentant A(w) et (wo). 


7.3.5 Réponse en fréquence d’un circuit du premier ordre 


Considérons le circuit RL montré dans la figure 7-29, 


L joL 
DUT Le À 


(a) (b) 


Figure 7-29 Circuit RL en RSP. 
(a) En domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


La fonction de transfert qui relie V, a V, est obtenue par la loi du diviseur de tension: 
| Vo 

HA. (0) = Y = = ———— = — (7-21) 
S 


Dans cette relation, la quantité 0,=R/L est définie comme la fréquence de coupure de la 
fonction de transfert H| (jo). 


Nous avons: A¡(0) = [H;,Go) = = 5 
1 + o 
Ue 
et $,(0) = ZH (jo) = -atan 2 | 


c 


La réponse en fréquence de ce circuit RL est montrée dans la figure 7-30. 
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Amplitude de H,(jo) 


Lepe as E A MAA A a a e a a 


-90 y AAA | ee me : Les si 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
0/0. 


Figure 7-30 Réponse en fréquence du circuit RL de la figure 7-29. 


On peut remarquer que pour ce circuit RL, à la fréquence de coupure œe: 


- l’amplitude de la fonction de transfert est égale à 0.707 fois sa valeur à la fréquence 0, 
- la phase de la fonction de transfert est égale a -45°. 


Considérons maintenant le circuit RC montré dans la figure 7-31. 


C 1/(oC) 
ETA 


(a) (b) 
Figure 7-31 Circuit RC en RSP. 
(a) En domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 
La fonction de transfert qui relie V, à V, est obtenue par la loi du diviseur de tension: 


Vo R jRCo J(0/0,) 
E FL ARCO Tia) nee 
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Dans cette relation, la quantité w.=1/RC est définie comme la fréquence de coupure de 
la fonction de transfert H| (jo). 


(0/0,) 
Nous avons: A¡(0) = [H,Go)| = === 
J1 + (0/0) 
et ġı(@) = ZH 0o) = 57 atan(o/0,) 


La réponse en fréquence de ce circuit RC est montré dans la figure 7-32. 


Amplitude de H;(jo) 


Phase de H1 (jo), degré 
JO w ee , e re IE 


Figure 7-32 Réponse en fréquence du circuit RC de la figure 7-31. 


On peut remarquer que pour ce circuit RC, à la fréquence de coupure œg: 


- l'amplitude de la fonction de transfert est égale à 0.707 fois sa valeur à la fréquence o, 
- la phase de la fonction de transfert est égale à 45°. 


Nous constatons que le comportement de ce circuit RC en fonction de la fréquence est 
le contraire de celui du circuit RL considéré précédemment. 
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7.3.6 Réponse en fréquence d’un circuit du deuxième ordre 


Considérons le circuit RLC montré dans la figure 7-33. 


L 
91010 
+ 
+ 
Vs @D C Vo Vs 
(a) 


Figure 7-33 Circuit RLC en RSP. 
(a) En domaine du temps. (b) Dans le domaine des phaseurs. 


joL 


La fonction de transfert qui relie V, à V, est obtenue par la loi du diviseur de tension: 


R 
V Pa Ve une 
o ee A A (7-23) 
Vs pee — Lega) 0102; 1 
1 +jRCo R 
On peut exprimer la fonction de transfert H,{jw) sous la forme suivante: 
H (jo) = 1 (7-24) 


a 
09 , 2Go)+1 
On Dn 


avec: 0, = = est la fréquence naturelle non amortie, 
Es l jL est le coefficient damortissement. 
2RNC 
Nous avons: A,(0) = ¡H,Go)| = AS 
2 2 
JEL - (0/0) ] +[250/0,)] 
25(0/0 
et 0,(0) = ZH,Go) = -atan LL, 
2 
1-(0/0,) 


La réponse en fréquence de ce circuit RLC est montré dans la figure 7-34. 


Nous constatons que la réponse en fréquence de ce circuit du deuxiéme ordre dépend 
du coefficient d'amortissement £. 


e Cas où £ > 0.707: 


L'amplitude A(w), égale à 1 pour oœ = O, décroit de façon monotone vers O lorsque la fré- 
quence augmente. À la fréquence œp, on a Afon) = 1/2£. 


La phase b{(w), égale a O pour w = O, décroît lorsque la fréquence augmente et tend vers 
(-x) quand o tend vers oo, À la fréquence op on a {(w,) = -1/2, peu importe la valeur def. 


e Cas où € = 0.707: 


L'amplitude A(w), égale à 1 pour oœ = O, décroît de façon monotone de 1 vers O lorsque 
la fréquence augmente. À la fréquence op, on a A(o,) = 0.707. 


La phase ((0) varie de la même façon que dans le cas où & > 0.707. 
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e Cas où E < 0.707: 


L'amplitude A(o), égale à 1 pour o = O, croît pour atteindre un maximum à une fréquen- 


ce œ, donnée par: 
o, = 0741-26 =0, [1-, (7-25) 
20 
où Q= 1/2£. 


Ce phénomène s’appelle la résonance et la fréquence o, est la fréquence de résonance. 
Le paramètre Q s’appelle le facteur de résonance du circuit. 
À la fréquence de résonance, A(w) a comme valeur: 


1 Q 
= = (7-26) 
ax 2 
E EE a is = 
4Q 
Dépassant la fréquence de résonance, A(w) décroit et tend vers O lors que la fréquence 
augmente vers oo. 


A(o,) = An 


On remarque que plus & est faible (plus Q est grand), plus la fréquence de résonance 
est proche de 0, et plus Amax est grande. 


La phase (œo), égale a O pour o = O, décroit lorsque la fréquence augmente et tend vers 
(-1) quand o tend vers oo. À la fréquence op, on a p(0,) = -1/2, peu importe la valeur de 
€. La variation de la phase à o, est de plus en plus brusque lorsque & s'approche de O. 


Amplitude de Hi (j1) 


j AE A T H OA 


Dh de p a O A appareil kete € 
RE 2 AA A 2: 650.2 A 
3: C=0.5 
3 : 4: 6=0.707. 
5: 631 
2| ré 


1É=01 5:(51 
© 2:6=0.2 : 6:(=2 
l A 3: ¢=0.5 el T'ES | 
4: (=0.707 : 


0/0. 


Figure 7-34 Réponse en fréquence du circuit RLC de la figure 7-33. 
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7.3.7 Réponse en fréquence d'un circuit général 
La réponse en fréquence d’un circuit d'ordre plus élevé que deux peut être déterminée 


en suivant les mêmes étapes présentées précédemment. 


Exemple 7-5 Réponse en fréquence d’un circuit du troisième ordre 
Considérons le circuit montré dans la figure 7-35. 


250 Q 


K 


Zab —> 


Figure 7-35 Un circuit du 
troisième ordre. 


On désire déterminer l'impédance Zabo) vue aux bornes a-b du circuit et la fonction 


Vo 
de transfert H,(jo) = TE 
1 


On peut convertir le circuit en impédances complexes comme illustre la figure 7-36. 


Figure 7-36 Le circuit de la figure 7-35 converti en impédances complexes. 


L'impédance Zap[(s) est égale à la combinaison série et parallèle des impédances du cir- 
cuit: 


0.5x10 
0.1s+10 (0.5x10° 
n ts) = 250x0.01s , ( W 
ab o 250+0.01s 0.5x10 
(0.18 + 10) + (2510 


0.25s% +758* + 1.38x10%s + 1.25x10% 
0.001s° + 25.18? + 3000s + 1.25x10" 


En remplacant s par jo dans cette expression, on obtient: 


Zap(S) E 


[1.25x108 - 750°] +5[1.38x10%w - 0.250°] 


Zabo) = 7 NE 3 
[1.25x10/ - 25.16°]+j[3000w -0.0010°] 
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L'amplitude de l'impédance Zap(0) est égale à: 


2 2 
[1.25x10% - 750%] +[1.38x10%w - 0.250] 


2 2 
[1.25x10” - 25.102] + [30000 -0.0010”] 


La phase de l'impédance Zapljo) est égale à: 


5 3 3 
LZay(jo) = atan 13810 0.250 |- atan 29000 -0.001e À 
1.25x10 - 75 1.25x10' - 25.10 


La figure 7-37 montre l’amplitude et la phase de l'impédance Zap(jo) en fonction de la 
fréquence 0. 


/Z,400)| = 


Amplitude de Zabo) 
600 f--- e AMADA AA éd T T Tr” TE SA E g $e 


+ + 4 1 t 1 0 i 
400 A E AAA és E E one dd aae a A Gii eee s 
+ t t l , ! q 1 4 
, 1 D 1 , 1 + t t 
! , y 1 À 4 t t 
y 1 a l , , t + 4 
o A a A o T - 
i 1 f 1 1 1 ' 1 1 
0 + t d 4 1 i t i 
t + I l ' l ' t 1 
+ Ú 1 1 ij $ 1 , T 
600 E E A T bone PR E O OESE E A 4 
D 1 t 1 + t 1 Ñ l 


tool- A Ng ii o o 


de A 


0 | | ere 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
o , rad/s 
Phase de Z,L{ow), degré 
109 is E O | O: ES EA: à E g 


50 + 
AAA A E E E A E E 
IS e_o A 
A A: ció ERA PE CU: REA CA, EE 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
© , rad/s 


Figure 7-37 L'impédance Za du circuit de la figure 7-35 en fonction de la fréquence. 


V 
La fonction de transfert H} (s) = y peut étre calculée en appliquant la loi du diviseur 
1 


de tension au circuit de la figure 7-36: 


0.5x10") 
ösi 0 
v, (0.1s+10)11( : 


A A 
Vi 
250 x 0.01s (0-5x10° 
DD * (0.184 10)1 S | 
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505? + 1.255x10%s + 1.25x10* 
0.25s° + 758* + 1.38x10°s + 1.25x10* 


En remplaçant s par jo dans cette expression, on obtient: 


H,(s) = 


[1.25x10° - 500°] +5[1.255x10%0] 
[1.25x10% - 750°] +j[1.38x10%w - 0.250] 


Le module de H; (jo) est égale à: 


8 2,2 6,2 
/(1.25x10% - 5002) +(1.255x10%0) 
2 2 
4 (1.25x10% - 7502) +(1.38x10%0 - 0.250") 


La phase de H; (ju) est égale à: 


H,Go) = 


Ai(o) = |H,Go)| = 


1.255x10 | E Te a a 
1.25x10° - 500” 1.25x10° -750° 


La figure 7-38 montre l’amplitude et la phase de la fonction de transfert H] (jœ) en fonc- 
tion de la fréquence o. 


¿,(0) = ZH,Go) = atan 


Amplitude de H4 (jo) 


12 r 5 ER | E A A 


M 1 ña La L 


e 


0 Le sl ERSA E Lt ERA Do 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 
© , rad/s 


Phase de H,(jo), degré 
0 


1: E ES 4 
| 
A A E, od ES O E 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 


© , rad/s 


Figure 7-38 Réponse en fréquence du circuit de la figure 7-35. 
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7.3.8 Réponse en fréquence d’un circuit actif 


Les circuits actifs sont en général des circuits qui contiennent des AMPLI OP et des élé- 
ments R et C. Ces circuits sont utilisés habituellement comme filtres dans les circuits 
électroniques analogiques. 

La réponse en fréquence d’un tel circuit est obtenue de la même façon que les circuits 
passifs. L'exemple 7-6 présente la réponse en fréquence d'un filtre passe-bande actif du 
deuxième ordre. 


Exemple 7-6 Filtre actif du deuxième ordre 
Considérons le circuit actif montré dans la figure 7-39. 


50 KQ 


AMPLI OP 
idéal 


== v 


Figure 7-39 Circuit actif du deuxième ordre. 


V 
On désire déterminer la fonction de transfert H, Go) = —. 


V 


S 


Le circuit transformé dans le domaine de s est montré dans la figure 7-40. 


Z= 50x108 


AMPLI OP idéal 


DE NM NE A 7 


Figure 7-40 Circuit transformé dans le domaine de s. 


La tension V; est égale a O car le gain en tension de l’amplificateur opérationnel est in- 
fini. Le point y est au méme potentiel que la masse. 

On choisit V, comme la tension nodale du circuit. On établit l'équations d'équilibre en 
utilisant la méthode des noeuds: 
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1 1 1 1 Vs Vo 
E E A a E + — 
2 hz À Z 


En appliquant la loi des courants au noeud y, on obtient: 


Va Na 
Za Z5 
Ou encore: 
Z 
Vea xV 
Z5 


L'équation (7-27) devient: 


Z V, V 
a Es a 


Zi la La JE Ze Zi Z3 
Ou bien: 
Z V 
Aa ZG a o ez 
On déduit: 
pe 
H,(s) = be = A A 5 =d 


i RETE +7 + 
Za Zs\Zy Zo Za Zy] Z3 %5 2225 2325 

Avec les valeurs numériques, on a: 

-500s 
s? + 200s + 550000 
En remplaçant s par jæ dans cette expression, on obtient: 

i -j 5000 

HG) = ——— 

(550000 — 0”) +]2000 


Le module de H; (jœ) est égale à: 


H,(s) = 


5000 


2 
(550000 - 0%)” + (2000 )* 


La phase de H|¡(¡w) est égale à: 


A¡(0) = ¡[H,G0)| = 


¢ı(@) = <H, Qo) = -5 -atan( 2000 ) 


550000 - o0? 


Li La Bilai. Lila 
RS A y A 


(7-27) 


Zi 
Z5 


La figure 7-41 montre l'amplitude et la phase de la fonction de transfert H; (jo) en fonc- 


tion de la fréquence o. 
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Amplitude de H.(jo) 


0.5) 
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 
© , rao/s 


Phase de Hjo) , degré 


200 RH AE 


0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 
© , rad/s 


Figure 7-41 Réponse en fréquence du filtre actıf de la figure 7-39. 


7.3.9 Diagrammes de Bode 

Les diagrammes de Bode sont deux graphiques tracés en échelle logarithmique qui re- 

présentent la réponse en fréquence d’un circuit. 

Pour une fonction de réseau H(jo), on trace: 

e Réponse en amplitude: Graphique représentant 20logA(w) en fonction de log(«). 
L'unité utilisée pour 20logA(w) est décibel (dB). 

e Réponse en phase: Graphique représentant q(w) en fonction de log{w). 
L'unité utilisée pour q(w) est degré ou radian. 

On utilise habituellement des graphiques semi-loganithmiques (abcisses en échelle loga- 


rithmique et ordonnée en échelle linéaire) pour représenter la réponse en amplitude et 
la réponse en phase. 


L'avantage principal des diagrammes de Bode (par rapport aux diagrammes en échelles 
linéaires) réside dans le fait que la réponse en fréquence d’un produit de fonctions de 
transfert est convertie en une somme de réponses en fréquence individuelles. Par con- 
séquent, la réponse en fréquence globale peut être obtenue en additionnant les répon- 
ses en fréquence individuelles. 
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20logA(o) , dB 


30 


0.1 1 10 100 1000 


135 


0.1 1 10 100 1000 


Figure 7-42 Les échelles d’un diagramme de Bode représentant la 


réponse en fréquence d’un circuit. 
(a) Réponse en amplitude. (b) Réponse en phase. 


Considérons par exemple la fonction de transfert suivante: 
HGo) = H,Go) x H,(o) x H¿G0) 
L'amplitude de H(jo) est: 
A(o) = A,(o) x A (œ) x Az(0) 
En convertissant A(w) en dB, on a: 
Ajg(®) = 20log[A(w)] = 20log[A,(0) x A2(0) x Az(0)] 
A¿gglo) = 20 (log[A,(0)] + log[A,(0)] + log[A,(0)]; 
Aggl0) = Ajggl0)+ Azaglo) + Azaglo) 
La phase de H(¡w) est: 
bo) = $,(0)+02(0)+ 03(0) 


(7-28) 


(7-29) 


(7-30) 


(7-31) 
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Diagrammes de Bode d’une fonction de transfert du premier ordre 


Considérons une fonction de transfert du premier ordre du type passe-bas: 
1 


Ho) = —— 7-32 
Go) 1+](0/0,) ) 
La réponse en amplitude est: 
Age(0) = 20108 | = —1Olog[ 1 +(0/0,)] (7-33) 
1 +(0/0,) 
La réponse en phase est: 
0(0) = —atan[o /w,] (7-34) 
Lorsque o = Oo, on a: 
AaB(@c) = -3dB et dlo.) = -45°. 
Ado) , dB 
O ; A e e ee PT O PA 
A A a po io i Asymptote: : 0. | 
ð e ao SS o : : : pente = -20dB/décade :': 
-20 
BOUM UN MR TEE Rte An E Se A RE a 
40t : E. AA ES L , 
10 10 10 10 
(0/0 ¿) 
(wo), degré 
O. a SE RC A E A nie le 7 EE O A O 
-20 MES E à A do | e 
| N, `: Approximation TE 
| 5 à : pente = -45 deg./décade : | 
-40 AA A A E 
A a | Reis. | 
-60 : 
ER A 
-90 L PE E E E E AE TAE D A E E o D ere 
10" 10 10' 10° 


(olog) 


Figure 7-43 Réponse en fréquence d’un circuit du premier ordre du type passe-bas. 


Remarques: a) Sur l'échelle de fréquence, une décade correspond à un intervalle 
de œ à 100. Une octave correspond à un intervalle de œ à 2o. 


b) Une pente de -20dB /décade est équivalente à -6dB /octave. 
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Considérons une fonction de transfert du premier ordre du type passe-haut: 
Ho) = 1+j(0/0,) (7-35) 
La réponse en amplitude est: 


A4p(0) = 201og| j1 +(0/0)” = 10log[1+(0/0,)] (7-36) 


La réponse en phase est: 


0(0) = arctglo/0,] (7-37) 
Lorsque o = w,, on a: 
AaB(oc) = 3dB et ploc) = 45°. 
Agglo) , dB 
40 


Asymptote : || 


TI AE penter +20dHidécade || 


he. oi 

0 , EAN, COMES MU A Y ES AR UN E 

10° 10° 10! 10° 
(o/o) 


b(&) , degré 


(0/0 ) 


Figure 7-44 Réponse en fréquence d'un circuit du premier ordre du type passe-haut. 
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Diagrammes de Bode d’une fonction de transfert du deuxième ordre 
Considérons une fonction de transfert du deuxième ordre du type passe-bas: 


Ho) see en (7-38) 
169 4 2 Gu)+1 
on n 
La réponse en amplitude est: 
Aqg(@) = 20log — (7-39) 
2 2 
J[1 - (07/0) ] +[26(0/0,)] 
2,2 2 
Aqag(©) = -10log[[1 -(0/0,)] +[2£(0/0,)]77] (7-40) 
La réponse en phase est: 
250/0 
é(0) = -arctg EL | (7-41) 
1-(0/0,) 
Agg(0), dB 
20— e D TR O e a DA AE me 
1 om E 1: 50.1 
oi ii a | E |2: 650.2 
0 TO Asymptote | 15:50 
| pente = «40dB/décade 4: £=0.707 
-20 sl de ~ 5: 651 
| 6: E=2 
|7: 6=5 
Aee A AAA O nan 
po A E REE o 
10" 10" 10' 
(o/o) 
(wo), degré 
0 E IN EN 
1: E=0.1 
qe: | i A E e 2: £=0.2 
-50m TN ut ie Bo iod foei = = 4 agos 
~~I SN META 4: 670.707 
00 lloro o IN | MEERES 5: 651 
-100! $ j ' A a A A DE Mao i O A O e A 6: £=2 
7: (=5 
150 - 
-180 ba A SA, ea = 
10 10 10 


(olog) 


Figure 7-45 Réponse en fréquence d’un circuit du deuxième ordre du type passe-bas. 
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Considérons une fonction de transfert du deuxième ordre du type passe-haut: 


E e 
Hijo) = 492 + 20)+1 (7-42) 
o, Ên 


La réponse en amplitude est: 


Age(@) = 2010g| J[1 _ (0/0) + [2£(0/0,)7 (7-43) 


A4p(o) = 10log[[1-(0/0,)] + [24(0/0,)17] (7-44) 


La réponse en phase est: 


25(0/0 
(a) = arctg] Aen (7-45) 
1-(0/0,) 
Agglo) , dB 
60 5 A ió: Sl Sh Ap 
, 1: &=0.1 
2: 50.2 
CORRE. 3: 40.5 
4: £=0.707 
20 À À pS: (=1 
: ~- Asymptote | 6: E=2 
3 ‘pente:= +40dB/décade |7:<=5 
i ro i j 1 
-20 : 1 | TSE Su E 1 EE Su en LE 
10 10 1 
(olos) 
d(o) , degré 
T80 
1: £=0.1 
150 ESO? 
he AA AT 3: 470.5 
a Ea E E EE: 5:1 
A |) ME E 
50 lr” o dans a e E he y TES 
A , ' E | | 
0 p Boeie am ii = 
10 10 ii 10 


Figure 7-46 Réponse en fréquence d’un circuit du deuxième ordre du type passe-haut. 
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Diagrammes de Bode d’un produit de fonctions de transfert simples 


Considérons la fonction de transfert H(s) suivante: 


6 x 10%s + 3 x 10/0 
(s +250)(s? + 800s + 10°) 


On peut exprimer cette fonction de transfert sous forme d’un produit de fonctions sim- 
ples: 


H(s) = 


8 1 1 
H(s) =6x 10 x(s+ 50) x © _ -——— 
(s+250) $24 12008 + 10° 


ou bien: 


H(s) = 120x|1+ 55 |» A | A _— 
l+ 55 1+12x1078+-G 


En RSP, la fonction de transfert devient: 


H(jo) = 120x|1+ |» nn DA nn 
142% 0) —3. 
Hı H2 H3 Ha 
On obtient ainsi un produit de quatre termes: HGo) = H; x H3 x Hzx H4 


La réponse en fréquence H(jw) peut être déterminée en considérant chacun des termes 
individuellement. Les diagrammes de Bode de H(jw) seront obtenus en additionnant les 
diagrammes de Bode individuels. L’addition graphique des diagrammes de Bode peut 
être simplifiée en représentant chaque diagramme seulement par les asymptotes. 


Amplitude Agglo) Phase (œ) 


10log( 1 + 4x10*0*) atan(0.020) 


-10log(1 + 1.6x10 0”) -atan(0.0040) 
-3 


Tableau 7-3 Réponse en fréquence des quatre fonctions de transfert simples. 
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Figure 7-47 Réponse en fréquence de la fonction de transfert 
6 x 10°s+3x10 ° 


RSR à. 
(s +250)(s? + 800s + 10°) 
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7.4 Puissance en régime sinusoïdal permanent 


Considérons un dipôle D en régime sinusoïdal permanent. La tension et le courant du 
dipôle peuvent être exprimés sous la forme générale: 


v(t) = V, cos(ot +0) 
i(t) = 1, cos(0t + B) 
Le phaseur représentant la tension v(t) est V = Vn /a. 


Le phaseur représentant le courant i(t) est I = Im /B. 


+ 
Ñ 

eS a 

LN) Re 
Zijo) =Z /6 


(a) (b) 
Figure 7-48 Un dipôle en RSP. 
(a) Impédance. (b) Diagramme vectoriel. 


7.4.1 Puissance instantanée 


La puissance instantanée fournie au dipôle D est égale au produit de la tension v(t) et 
du courant i(t): 


p(t) = v(t) x i(t) (7-46) 
On a: 
p(t) = V, cos(ot+a)xl, cos(ot +B) (7-47) 
VaI VaI 

p(t) = >  cos(a-B)+ y Cos(20t+ a + p) (7-48) 

On peut exprimer p(t) sous la forme suivante: 

VaI VI 

p(t) = > cosh + m cos(20t+a + $) (7-49) 


où à = (&-ß) est le déphasage de i(t) par rapport a vít). 
Remarque: à est aussi l’angle de l’impédance Z{jo). 


On constate qu'avec la convention de signe de la figure 7-48: 
e Lorsque p(t) > O: le dipôle absorbe de l'énergie, 
e Lorsque p(t) < O: le dipôle fournit de l'énergie. 


La puissance instantanée p(t) en régime sinusoidal permanent, exprimée dans l’équa- 
tion (7-49), est égale à la somme de deux termes: 
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‘ He 


cos qui est une constante, 


Valm 


cos(2@t+a+ß) qui est une fonction sinusoïdale de pulsation 2%. 


Donc, la puissance transmise dans un circuit en RSP est ondulatoire avec une pulsa- 
tion égale à deux fois la pulsation de la source et avec une valeur moyenne égale à 


min 


cost . 


v(t) = V,cos(ot + a) 


Vil V 
p(t) = > cosh + 5 COS (2ot + a +p) 


Vale 
2 
Puissance Valm MS on ii ss SE E O ERP © 
moyenne = 77 COS0 | 
0 


Figure 7-49 Puissance instantanée en régime sinusoidal permanent. 


7.4.2 Puissance moyenne 


La puissance moyenne fournie au dipóle D est égale la valeur moyenne de la puissance 
instantanée: 


VaI 
Pre [ptet -= “M Mcos6 (7-50) 
To 2 
To 
À remarquer que: 
e P > 0: le dipôle absorbe de l’énergie (en moyenne) 
e P < O: le dipôle fournit de l'énergie (en moyenne) 
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7.4.3 Valeur efficace d’une fonction périodique 


La valeur efficace d'une tension périodique v(t) peut être définie comme «la valeur d'une 
tension continue qui dissipera dans une résistance de 1 Q la même puissance moyenne 
que ult)». 


Calculons la puissance pour les deux cas. 
a) Cas 1: la tension périodique v(t) est appliquée aux bornes d'une résistance de 1 Q. 


VOIR 2 
Puissance instantanée: p(t) = D e [vO] W 


Puissance moyenne dissipée: Es, = al foca = = fio at W 
0 0 
To To 


b) Cas 2: une tension continue V,, est appliquée aux bornes d'une résistance de 1 Q. 


2 
, E (Voc) 2 
Puissance dissipée Paris = (Ve) W 


cc 1 


Si les puissances dissipées dans les deux cas sont égales, alors: 


2 1 2 
(Veo) = = rt] dt 
pl dl 


Ou bien: 


pl 2 
Vo. = md vt dt 


Cette relation est précisément la définition de la valeur efficace de la tension périodique 


v(t): 
Vos V. = 1 fio at 
0 


De façon générale, la valeur efficace d'une fonction périodique f(t) de période Ty (fré- 
quence fọ = 1/To) est calculée par la relation suivante: 


Po = T [fia (7-51) 
To 


La valeur efficace d'une fonction sinusoïdale v(t) = V,.cos(wt +4) est égale a: 


Vox = + [(v,, cos(ot+ 9) at (7-52) 
To 


2 


n (EE EA at = LE = 22 L 0.707V (7-53) 
2 RE 


To 


On peut démontrer que la valeur efficace d’une fonction périodique est donnée par: 


Fog = SN (7-54) 


n 
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où Fo = composante continue = valeur moyenne 
F; = valeur efficace de la fondamentale 
F, = valeur efficace de la 2e harmonique 


Fp = valeur efficace de la nième harmonique 


Exemple 7-7 Valeur efficace d’une tension périodique 
Considérons une tension périodique qui est égale à la somme d’une composante conti- 
nue de 300 V et d’une sinusoide d'amplitude 150 V et de fréquence 60 Hz: 


v(t) = 300 + 150cos(1207t). 


v(t) 


Figure 7-50 Une tension périodique de fréquence 60 Hz. 
La valeur efficace de v(t) est égale à: 
2 
Ver = [300% (150) = 318.2 v. 
42 


Exemple 7-8 Valeur efficace d’une tension périodique 


Considérons la tension périodique suivante qui est la somme de trois fonctions sinu- 
soïdales de fréquence 60 Hz, 180 Hz et 300 Hz: 


v(t) = 120 /2cos(1207t) + 50/2 cos(360nt - 0.95) + 18/2 cos(600nt + 0.25). 


v(t) 


Figure 7-51 Une tension périodique de fréquence 60 Hz. 
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Valeur efficace de la fondamentale: V, = 120 V. 
Valeur efficace de la 3e harmonique: V3 = 50 V 
Valeur efficace de la 5e harmonique: Vs = 18 V 


La valeur efficace de v(t) est égale à: 
Ver = Vi” + Va + Vs = 91207 + 507 + 18° = 131.24 V. 


Exemple 7-9 Valeur efficace d’une tension périodique 
Considérons la tension v(t) montrée dans la figure 7-52. 


v(t) 


170 V 


Figure 7-52 Une tension périodique de fréquence 60 Hz. 


Cette tension sinusoïdale «tranchée» est la tension de sortie dun gradateur à thyristors 
qui sert à faire varier la tension efficace dune source de tension monophasée. 

La valeur efficace de cette tension dépend de langle damorçage des thyristors. Dans le 
cas montré, langle damorçage est égal à 60°. 


17120 1/60 


Vef = | (170sinot)” dt + f (170sinœt)”dt 
1/360 4/360 
1/120 1/120 
2 , 2 2 
Vers es | (170sinot)?dt| = |60 x 170 | (1 -2cos20t)dt 
1/360 1/360 


T 1/120 
Ver = 60 x 170-2522 = 104.78 V. 
1/360 


Exemple 7-10 Valeur efficace d’un courant périodique 
Considérons le courant i(t) montré dans la figure 7-53. 


La valeur efficace du courant i(t) est égale a: 


2x107 4x10 ° 
l | 15%dt + | (-5)dt 


4x10 


3 
0 2x10 
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= E 15? x 2x10 7) + ((-5)° x 2x10°)] = 11.18 A 
4x10 


Figure 7-53 Un courant périodique de fréquence 250 Hz. 


7.4.4 Puissance complexe 


Pour faciliter la représentation de la puissance en régime sinusoïdal permanent, on dé- 


finit une quantité S appelée puissance complexe qui peut être calculée à partir des pha- 
seurs de tension et de courant. 


On peut exprimer la tension v(t) et le courant (t) sous la forme suivante: 
v(t) = V, cos(ot+a) = LV petet V_e le it] (7-55) 
i(t) = 1, cos(ot+B) = HL Pots 1 0 eT] (7-56) 


où Vn €t I, sont les valeurs crêtes (ou amplitudes) de v(t) et i(t) respectivement. 


La puissance instantanée p(t) = v(t)1(t) sera donnée par: 


E A E A (7-57) 
1 jaj „P Ja, JB 
p(t) = ¿Ll Ve E A JF (7-58) 
. . 12 t zR e à 
HV ne Im e © FVE ie Pe Li 


À noter que V Let et Im sont les phaseurs V et I qui représentent la tension v(t) et le 
courant i(t). 
On peut écrire alors: 


j20t -j20t 


p(t) = ¿[VI + V*I] + [Vie + V*I*e 74° (7-59) 


où V = V e et I = Ipe. 


Ou encore: 


p(t) = relive + Re ¿vendo (7-60) 


La quantité ¿VI est définie comme la puissance complexe $: 
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S = İV = Nine i = İV mlm = (2V 1,000) +jQVp1, sing) (7-61) 


2 MIA 2 


où q = (a-B) est le déphasage du courant i(t) par rapport à la tension vít). 


On peut exprimer la puissance complexe S en fonction des valeurs efficaces de la ten- 
sion et du courant: 


es 1 ja er Nada Im jan ja jp, * 
S = VIS Me eS (qe =: ) = (Venere) (7-62) 


S = Verres” (7-63) 
Dans cette relation, Voff = Vege” et Ios = Lge’ sont respectivement le phaseur de 
tension efficace et le phaseur de courant efficace. 


Alors, on peut écrire également: 
S = Verlen" = Verlee O = Venere = (VerlerC084)+j(Veglerrsint) (7-64) 
S = Veil = (VerrlerrCOS) + J(Verrlerrsind) (7-65) 

Le module de S est définie comme la puissance apparente: 
S = |S| = 


Verre") = Veffleff (en VA) (7-66) 


La partie réelle de S est définie comme la puissance active: 
P = Re{S} = V 4l.-cos® (en W) (7-67) 


La partie imaginaire de S est définie comme la puissance réactive: 
Q = Im(S) = V,#l#sint (en VAR) (7-68) 


Nous utilisons un diagramme des puissances dans le plan complexe, comme montré 
dans la figure 7-54, pour représenter les relations entre les puissance complexe, active 
et réactive. 


Nous constatons que: 


s? = p?+0° (7-69) 


Puissance complexe 


Puissance 
Q OR T a PURE PERS E E. RS CR LUS, O S = Vefilet” 


réactive 


Re 


0 P 
Puissance active 


Figure 7-54 Diagramme des puissances 
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Puissance complexe dans un dipôle 
Considérons un dipôle D dont l'impédance est Z = R + jX. Nous avons: 


Z = 7 REX 27e) (7-70) 


où Z = REX et q = atan(X). 
La puissance complexe dans ce dipôle est donnée par: 
; 2 Los 2 
S = Verlo" = Ziegler = (RAJA er = Riet +JAL 5 (7-71) 
On constate que: 


- la puissance active P = Roo est dissipée entièrement dans la partie réelle R de Z, 


- la puissance réactive Q = XI,#? réside entièrement dans la partie imaginaire X de Z. 


R + jX 
| Pui ti 
uissance active 
R a. P=RI 2 
eff 
| 
I 
jX <—— Puissance réactive 
Ss 2 
Figure 7-55 Puissance active et puissance à Q = XIe 
réactive dans une impédance Z. 
On peut écrire aussi: 
2 
Vs * Vo V 
eff eff eff 
S = Vel = Ven ) EN ) TR x (7-72) 


7.4.5 Facteur de puissance 


Le facteur de puissance d’un dipôle (système électrique à deux bornes) est défini comme 
le rapport de la puissance active et la puissance apparente: 
V rl fos 
fp = LS Vof'errcos® = COS (7-73) 
S Veffleff 
Alors, le facteur de puissance d’un système électrique en RSP est égal a cost, où q est 
le déphasage du courant i(t) par rapport à la tension v(t). 


Exemple 7-11 Calcul de puissance 

Un équipement électrique est connecté à une source de tension sinusoidale de valeur 
efficace 120V et de fréquence 60 Hz. On mesure un courant efficace de 15 A avec un 
déphasage de 27 ° arrière (le phaseur courant est en arrière du phaseur tension d’un 
angle de 27° ou bien le courant est en retard de 27 ° par rapport à la tension). 

Nous avons: 


Ver = 120/0° V et Leg = 15/-27° A 
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Le déphasage du courant par rapport à la tension est: 
b = /Verr - {Legs = 0° - (-27°) = 27° 

La puissance apparente est égale à: 
S = Veffleff = 120 x 15 = 1800 VA 

La puissance active est: 
P = Vesflesf cos(27°) = 1603.8 W 

La puissance réactive est: 
O =Verrlerr Sin(27°) = 817.2 VAR 

Le facteur de puissance de cet équipement est égal à: 
fp = cos(27°) = 0.891 


120 V 


x 
Vert < 
= 27° A 
N 
15A co 
il 
O 
ler 
P = 1603.8 W 
(a) (b) 


Figure 7-56 Diagrammes vectoriels. 
(a) Tension et courant. (b) Puissances. 
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7.4.6 Puissance dans des charges typiques 
Charge résistive (R) 


Dans une charge résistive, le courant est en phase avec la tension: 


1 Yet 
eff. R 
los = Vos R 
+ 
Veti R 
Figure 7-57 Relation entre la tension et le courant i 
dans une résistance. 
La puissance complexe dans R est égale à: 
2 
VV V 
eff” eff eff 2 
SR = Verrless Z R = RIeffleff" + R a Res (7-74) 


v(t) 


Figure 7-58 Puissances dans une charge résistive. 
(a) Tension et courant. (b) Puissance. 


Charge purement inductive (L) 


Dans une charge purement inductive, le courant est en retard de 90° par rapport à la 
tension: 


lor = Vor/joL 


Vos joL 
Figure 7-59 Relation entre la tension et le courant 
dans une inductance. 
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La puissance complexe dans L est égale à: 


2 


| | 2 .V 
= joLL Lg = jolle =j (7-75) 


On constate qu’une charge purement inductive consomme seulement de la puissance 
réactive. Le facteur de puissance d'une charge purement inductive est égal a O. 


v(t) 


VetfV eff 


LL 


(a) 


(b) t 


Figure 7-60 Puissances dans une charge purement inductive. 
(a) Tension et courant. (b) Puissance. 


Charge inductive (RL) 


Dans une charge inductive (RL), le courant est en retard de phase par rapport à la ten- 
sion: 


V V -jọ 


A AE E 
R+joL 
HS ROL 


avec q = atan(91) 
R 


lett = Vet (R+tjoL) 


R 
Vert 
joL 
Figure 7-61 Relation entre la tension et le courant A 
dans une charge inductive (RL). 
La puissance complexe dans la charge RL est égale a: 
2 
VV V 
eff eff : : 2 eff 
PM por a RA o A 


On constate que: 
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- la puissance active est consommée uniquement dans R, 

- la puissance réactive est consommée uniquement dans L. 
Le facteur de puissance d’une charge inductive est: 

fp = cos (arrière) 


v(t) 


jQ 


Figure 7-62 Puissances dans une charge inductive (RL). 
(a) Tension et courant. (b) Puissance. 


Charge purement capacitive (C) 


Dans une charge purement capacitive, le courant est en avance de 90° par rapport à la 
tension: 


Legs = JOCVeff 


lor = joCVer 
+ 
LA 
Vert wC 
Figure 7-63 Relation entre la tension et le courant a 
dans une charge purement capacitive. 
La puissance complexe dans C est égale a: 
2 
, lesfe Los ; 2 
So = Werl IONN S a de Gr AN (REN 


On constate qu'une charge purement capacitive fournit seulement de la puissance 
réactive. 


Le facteur de puissance d'une charge purement capacitive est égal a O. 
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Figure 7-64 Puissance dans une charge purement capacitive. 
(a) Tension et courant. (b) Puissance. 


Charge capacitive (RC) 


Dans une charge capacitive, le courant est en avance de phase par rapport à la tension: 


V V 
Lors = —E = E — a X e)? 
ra eS 
-1 
avec = atan l 


leff = Vett [(R-j(1/%C)] 


+ 


Vert 
| | | -j(1/0C) 
Figure 7-65 Relation entre la tension et le courant i 
dans une charge capacitive (RC). 


La puissance complexe dans la charge RC est égale à: 


2 
VeffV eff cd le A 
Ske = Vela” = + (Rotor = (R ¡hos a rere) 
R e 1 C C > 1 
+ j — R +3 
Co Co 


On constate que: 
- la puissance active est consommée uniquement dans R, 
- la puissance réactive est fournie uniquement par C. 
Le facteur de puissance d'une charge capacitive est: 
fp = cos (avant). 
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Figure 7-66 Puissances dans une charge capacitive (RC). 
(a) Tension et courant. (b) Puissance. 


Exemple 7-12 Calcul de puissance dans une charge RLC 
Le circuit montré dans la figure 7-67 est en régime sinusoïdal permanent. 
L = 100 mH 


IL IR 


Z,=j37.7Q 
Zc=-33.16Q 


Vs = 339.4c0s(120rt) 


Figure 7-67 Calcul de puissance dans une charge RLC. 


On calcule les courants et les tensions du circuit: 


V 240 
I E — = 11.33/-43.85A 
pe Jore oe 


Vier = ZLlLtern = (37.7)(11.334-43.85%) = 427.26/-46.15°V 
Voet) = VRéern = Vatern ~ Vern = 240-(427.26/-46.15°) = 313.18/-100.3°V 


VRefì _ 313.18/-100.3° 


Ve E o 
_ Veet) _ 313.187-100.3° | ea 
leem = 7e = e 7 2-444-10.3°A 


Le courant I, débité par a source V, est en retard de 43.85° par rapport à la tension de 
la source: 


$ = 43.85° 
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La puissance complexe consommée par la charge (qui est aussi la puissance complexe 
fournie par la source) est égale à: 


Sr = VitrniLern" = 240(11.33/-43.85°)* = 1962 +j1884 


Le facteur de puissance de la charge est donné par: 
fp = cos = cos(43.85°) = 0.721 


Vérification: 
Puissance active dans la résistance R: 
_ Man) _ (313.18)? 
R 50 
Puissance réactive dans l'inductance L: 
Qu = VitefniLçern = 427.26(11.33) = 4842VAR 


PR = 1962W 


Puissance réactive dans le condensateur C: 

Qc = Vcternlc(efn = 313.18(9.44) = 2958VAR 
Puissance totale: 

Sr = PR+J[QL- Qc] = 1962 +j1884 


Exemple 7-13 Calcul de charge 
On connecte une charge Z à une source sinusoïdale 60 Hz de valeur efficace 240 V. 


La charge absorbe une puissance active de 25 kW et une puissance réactive de 16 
kVAR. 


On désire déterminer la valeur de cette charge et son facteur de puissance. 
: s 
jQ 
+ 
Vs v P = 25kW 
240 V (eff) - Q = 16 kVAR 


60 Hz ON 
P 


Figure 7-68 Charge inductive alimentée par une source sinusoïdale. 


Le facteur de puissance de la charge est: 


Le courant dans la charge est égal a: 
P 25000 


260 


La réactance de la charge: 


Donc l'impédance de la charge est: 
Z=R+jX=1(1.635+j1.046) Q 
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Exercices 


7.1 Le circuit montré dans la figure E7-1 est en régime sinusoidal permanent. 


ly 


Figure E7-1 V= 150cos(1 O00x7t) 


a) Déterminer les tensions et les courants du circuit. 


b) Tracer un diagramme vectoriel pour illustrer les relations entre les tension et les cou 
rants du circuit. 


Remarque: Le phaseur V, est pris comme référence de phase. 


7.2 Le circuit montré dans la figure E7-2 est en régime sinusoïdal permanent. 


20 mH 500 100 Q 


i4 


Vs1 = 200cos(1000nt) Vs2 = 200c0s(10001t+1/3) 
Figure E7-2 


Déterminer les tensions V3, V; et les courants 1}, La. 


7.3 Le circuit montré dans la figure E7-3 est en régime sinusoidal permanent. 


+ M - 


Figure E7-3 Vs = 300cos(500nt) 


a) Calculer l'impédance Z., vue par la source. 
b) Déterminer le courant I}, la tension V} et la tension V3. 
c) Tracer un diagramme vectoriel illustrant la relation entre V¿, V, et Va. 


Remarque: Le phaseur V, est pris comme référence. 
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7.4 Le circuit montré dans la figure E7-4 est en régime sinusoidal permanent. 


150 Q 


Figure E7-4 Vs = 120cos(400nt) 


a) Déterminer le courant I}, le courant L et la tension V3. 


b) Déterminer le courant I, débité par la source. Déduire l'impédance Zeq vue par la source. 


7.5 Soit le circuit montré dans la figure E7-5. 


Figure E7-5 b 


a) Déterminer l'impédance Zap(jo) vue aux bornes a-b du circuit. 
Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Zapljo). 
Déterminer la fréquence à laquelle l'impédance Za; est purement résistive (phase de Zap = 
0). 
i . V3 
b) Déterminer la fonction de transfert H; Qo) = v, : 
Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H; (jo). 
c) Déterminer le courant d’entrée I, et la tension de sortie V) lorsqu'une tension sinusoïdale 
d'amplitude 50 V et de fréquence 250 Hz est appliquée à l'entrée. 


7.6 Soit le circuit montré dans la figure E7-6. 


, 1500 250 0 


Zab —> 


Figure E7-6 


a) Déterminer l'impédance Zbljo) vue aux bornes a-b du circuit. 
Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Zabljo). 


V 
b) Déterminer la fonction de transfert H,Go) = y . 


7.7 


7.8 
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Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H (jo). 


c) Une source de tension sinusoïdale d'amplitude 100 V et de fréquence 60 Hz est connectée 
aux bornes a-b. Déterminer le courant I, et la tension de sortie V3. 


Soit le circuit montré dans la figure E7-7. 


0.01 uF 


P 0.1uF 1k0 


S — Ve 
AMPLI OP idéal E 
Figure E7-7 


a) Déterminer l'impédance Z,{(jw) vue par la source. 
Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Z| (jo). 
Vo 


b) Déterminer la fonction de transfert H,(j®) = F 


S 
Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H,(jo). 


c) Une source de tension sinusoïdale damplitude 1 V et de fréquence 5 kHz est connectée 
à l'entrée. Déterminer le courant d'entrée I} et la tension de sortie Va. 


Soit le circuit montré dans la figure E7-8. 


100 kQ 


AMPLI OP 
idéal 


Figure E7-8 


—— 


a) Déterminer l'impédance Z,{(jw) vue par la source. 
Tracer en fonction de la fréquence le module et la phase de Z, 00). 


V 
b) Déterminer la fonction de transfert H, (Jo) = GF ; 


S 
Tracer les diagrammes de Bode représentant la réponse en fréquence de H| (jo). 


c) Une source de tension sinusoïdale d'amplitude 5 V et de fréquence 400 Hz est connectée 
à l'entrée. Déterminer le courant d'entrée I, et la tension de sortie V3. 
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7.9 


7.10 


7.11 


Le circuit montré dans la figure E7-9 est en régime sinusoïdal permanent. 


50 mH 20 Q 
000 


i4 


+ 


AQ) 30 0 100 pF 


Figure E7-9 Vs = 400cos(120rt) 


a) Déterminer l’impédance équivalente vue par la source. 
b) Calculer le courant I;. 


c) Calculer les puissances apparente, active, et réactive dans la charge. Tracer le diagram- 
me de puissance. Déterminer le facteur de puissance de la charge. 


Le circuit montré dans la figure E7-10 est en régime sinusoïdal permanent. 


20 Q 


Figure E7-10 Vs = 400cos(120nt) 


a) Déterminer l’impédance équivalente vue par la source. 
b) Calculer le courant I}. 


c) Calculer les puissances apparente, active, et réactive dans la charge. Tracer le diagram- 
me de puissance. Déterminer le facteur de puissance de la charge. 


Le circuit montré dans la figure E7-11 est en régime sinusoïdal permanent. 


100 mH 20 Q 


? 


Figure E7-11 Vs1 = 300cos(120nt) Vs2 = 300cos(1201t+1/3) 
a) Calculer le courant I, (valeur efficace et phase). 


b) Calculer la puissance dissipée dans la résistance et la puissance réactive dans l'induc- 
tance. 


c) Calculer les puissances active et réactive fournies par la source V,1. 
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7.12 


7.13 


Le circuit montré dans la figure E7-12 est en régime sinusoidal permanent. 


A h  50mH 


Vs1 = 300cos(1207t) Vs1 10 Q 


Vs2 = 100cos(3601t+1/5) Vs2 100 uF 


Figure E7-12 


a) Tracer en fonction du temps la tension vag(t). 

Calculer la valeur efficace de vagt). 

b) Calculer et tracer en fonction du temps le courant 1;(t). 
Calculer la valeur efficace de 1; (t). 


c) Calculer les puissances active et réactive dans la charge RLC. 


Une charge Z est connectée à une source de tension sinusoïdale. Les formes d’ondes de la 
tension et du courant de la source sont montrées dans la figure E7-13. 


500 V 


Wo | 


Figure E7-13 


a) Déterminer l'impédance Z. 
Calculer les puissances active et réactive dans la charge Z. 


b) Une inductance de 100 mH est connectée en parallèle avec Z. Calculer la nouvelle valeur 
efficace et la nouvelle phase du courant is. 
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7.14 Calculer la valeur moyenne et la valeur efficace des tensions et des courants montrés dans 
la figure E7-14. 


v(t), V 
o 
| | | 
| l l 
Ola Ra A les e o E has f 
I y I t 
0 10 20 30 40 ms 


Figure E7-14 
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Annexe A 
Rappel sur les nombres complexes 


1. Définition 
Un nombre complexe est composé d’une partie réelle et une partie imaginaire. On peut 
écrire un nombre complexe X sous forme cartésienne: 
X=a+jzb 
où a est la partie réelle et b est la partie imaginaire. 
On peut aussi exprimer le nombre complexe X sous forme polaire: 
X = xo? 
où x est le module de X (on écrit aussi |X|) et 8 est l’argument de X (ou langle de X). 
On peut représenter le nombre complexe X par un vecteur dans le plan complexe. 


Im 


Figure A-1 Représentation graphique d’un nombre complexe dans le 
plan complexe. 


À partir de cette figure, on déduit les relations suivantes: 


a = xcosô b = xsin 
Xx = al +b° 0 = atan(?) 

a 
X = xe’ = x{cos6 +jsinð} 


2. Les opérations sur les nombres complexes 


Les opérations sur les nombres complexes sont des opérations vectorielles. 
Addition et soustraction 


L'addition et la soustraction des nombres complexes s'effectuent sous forme cartésien- 
ne. 
On additionne (ou soustrait) deux nombres complexes en additionnant (ou en sous- 
trayant) les parties réelles et les parties imaginaires respectives. 
Considérons deux nombres complexes X = a + jb et Y = c + jd. La somme et la différence 
de X et Y sont données par les relations suivantes: 

X+Y-=(a+c)+j(b+d) 

X- Y = (a - c) + j(b - d) 
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(a) (b) 


Figure A-2 Opérations sur les nombres complexes. 
(a) Addition. (b) Soustraction. 


Multiplication et division 
La multiplication et la division des nombres complexes s'effectuent sous forme polaire. 


- On multiplie deux nombres complexes en multipliant les modules et en additionnant 
les arguments. 


- On divise deux nombres complexes en divisant les modules et en soustrayant les ar- 
guments. 


Considérons deux nombres complexes A = ael” et B = bef. 
Le produit de A et B est: AB = abel" *P) 


Le rapport de A et B est: 5 = HE 
3. Exemples 
Soient deux nombres complexes: 

X = -0.5 + j3 = 3.041€)! 736 


Y = 1.25 - j2 = 2.358e11-012 


La somme: X + Y = (-0.5 + 1.25) + j(3 - 2) = 0.75 +j = 1.25e)0-927 
La différence: X - Y = (-0.5 - 1.25) + j(3 + 2) = -2 +j5 = 5 385e)1951 
Le produit: XY = (3.041 x 2.358)e1-736 - 1.012) = 7 171)0.724 

Le rapport: X _ 3.041 ,j(1.736+1.012) _ | 592-748 


Y 2.358 
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Annexe B 
Addition de deux fonctions sinusoidales 


Soient deux fonctions sinusoïdales de même fréquence: 


La somme de ces deux fonctions peut être calculée en utilisant la forme exponentielle: 


¡(ot ¡(ot 
y(t) = x,(t)+ x2(t) = Re ajo" he Re ae" sn 


TE 0 l . | 
e Re ajo” o +, z Rea amo] 


y(t) = Re{Ce Pet = Reíce “+9 = Ccos(wt+6) 
Donc: 

A,cos(ot+0,)+A,cos(w0t+0Q)7) = Ccos(wt +4) 
Les constantes C et q sont déterminées par la relation suivante: 


D: $ Ae 


Ce? = Aje 
Ou bien: 

Ccosþ+jCsinġ = [A] cosġ] + A cosa] +j[A; sing, + Asinga] 
On déduit: 

Ccosġ = A,cosp, + A cosp, 

Csing = A,sing, +A,sinŸ, 
Finalement: 

A, sinó, + A sing, 


t - E z—_ _ÁAa— AA 
di. A,cos,+A,cosŸ 


C = (A; cosb; + A,cos,)” + (A, sinó, +A,sint,)” 


et: 
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Annexe C 
Dérivée et intégrale d’une fonction de la forme 


f{tJu(t) 


Considérons une fonction exponentielle qui commence à t = O: 
x(t) = Ae %u(t) 
1) La dérivée de x(t) est égale à: 


dx 
dt 


dx 

dt 

dx 

dt 
À remarquer que l'impulsion Aë(t) représente le changement brusque de la pente de x(t) 
at=0. 


2) L'intégrale de x(t) est égale a: 


-at d 


d -at _ d -at 
= glAe u(t] = ¿(Ae Ju(t)+Ae O] 


(-aAe *‘ju(t)+Ae *8(t) 


= (-aAe *‘u(t) + AS(t) 


t 
-at 
Î x(t)dt = | do AI E O 
a 0 A |, a 
À remarquer que la fonction u(t) est ajoutée à l'expression de l'intégrale de x(t) pour te- 
nir compte du fait que l'intégrale est nulle pour t < O. 


x(t) = Ae “tu(t) 


ISO 


D 


-QÅ 
Figure A-3 Dérivée et intégrale de la fonction Ae “uft). 
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Annexe D 
La résonance dans les circuits RLC 


Considérons un circuit RLC alimenté par une source sinusoïdale de fréquence variable 
montré dans la figure A-4. 


Circuit RLC 


Figure A-4 Impédance d'un circuit RLC en régime sinusoidal permanent. 


L'impédance du circuit vue par la source est une fonction de la fréquence: 


V, 
Zo) = T 
S 


Le circuit est en résonance à la fréquence wọ si limpédance Z(jo) est purement résistive 
à cette fréquence, c’est à dire: 


Zoo) = Ro 


À la fréquence de résonance, il n’y a pas d'échange d'énergie entre le circuit et la source. 
Le circuit RLC consomme une puissance active qui est dissipée dans les résistances 
sous forme thermique. L'énergie emmagasinée dans le circuit est constante et est 
échangée entre les inductances et les condensateurs à une fréquence de 209. Lorsque 
lénergie dans les inductances est maximale, l'énergie dans les condensateurs est nulle 
et vice versa. 


Le facteur de résonance du circuit est défini comme: 


Q = q Š Y _ Qc 
y W P P 
où Wp est la valeur maximale de l'énergie emmagasinée, 
WA est l'énergie dissipée pendant une période To = en , 
0 


Q| est la puissance réactive totale dans les inductances, 
Qc est la puissance réactive totale dans les condensateurs, 
P est la puissance active totale dissipée dans les résistances. 
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Exemple 1: Résonance série 


l á R L 
E 
Vs Zijo) —> C 
b 
(a) 


Module de Z 


90 


0 O0 


(b) 
Figure A-5 Circuit RLC à résonance série. 
(a) Circuit. (b) Impédance du circuit en fonction de la fréquence. 


L'impédance du circuit est: ZGo) = R+ j Lo - =| 
Limpédance Z(jw) est réelle lorsque sa partie imaginaire est nulle, c'est à dire lorsque 
L) = pe 
(Lo - = = O ou lorsque Lo = Co * 
z ' E a 1 
Donc, la fréquence de résonance est égale a: Ogo = —— 
¡ES 


À la fréquence de résonance, l'impédance Z(jw) est égale à R. 


Le facteur de résonance de ce circuit RLC série est: Q = 1 E 
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Exemple 2: Résonance parallèle 


(a) 
Module de Z 


Phase de Z , degré 
90 


00 


(b) 


Figure A-6 Circuit RLC à résonance parallèle. 
(a) Circuit. (b) Impédance en fonction de la fréquence. 
L'impédance du circuit est: 
Zo) = + ÈS — 
R+ Lo + Co R(-LCo")+3Lo 
o “LR +joLR(1-LCo*) 
RL (Lo) 


Zo) 


] 
LO 


À la fréquence de résonance, l’impédance Z{jo) est égale à R. 


La fréquence de résonance est égale à: O9 


Le facteur de résonance du circuit RLC parallèle est: Q=R € 
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Exemple 3: Résonance série-parallèle 


(a) 
Module de Z 
R 
L/RÇ, a 
D 00 


90 


D wo 


(b) 


Figure A-7 Circuit à résonance série-parallèle. 
(a) Circuit. (b) Impédance du circuit en fonction de la fréquence. 


1 
xX —— 9 
L'impédance du circuit est: Z(j¡o) = jLo + Ice = o + o - e] 
R + ca 1 +(RCo) 1 + (RCo) 
jCo 


L'impédance Z{jw) est réelle lorsque sa partie imaginaire est nulle, c'est à dire lorsque 


2 
o - Eco = 0. 
1+(RCo) 


La fréquence de résonance est donc égale a: Op = 2L [1 - et 
y LE RC 


A la fréquence de résonance, l'impédance Z(jw) est égale à a 


C 
Le facteur de résonance de ce circuit RLC est: O=R = l1- a 
N RC 
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Exemple 4: Résonance parallèle-série 


(a) 


Module de Z 


L/RC 


D O9 


Phase de Z , degré 
90 


D O9 


(b) 
Figure A-8 Circuit à résonance séne-parallèle. 
(a) Circuit. (b) Impédance du circuit en fonction de la fréquence. 


l (R+jLo) 


D. 430 
: : . j R+ L(1-LC -R C 
L'impédance du circuit est: Z(j@) = yE ATU S AR] 


i 2,2 2 
ca MaLo (1-LCo `) +(RCo) 
L'impédance Z{jo) est réelle lorsque sa partie imaginaire est nulle, c’est à dire lorsque 


[oL(1-LCo*)-R*Co] = 0. 


| 2 
La fréquence de résonance est donc égale à: 09 = E 1 — RL ; 
JLC L 


À la fréquence de résonance, l’impédance Z{(jo) est égale à _ 


Le facteur de résonance de ce circuit RLC est: O=R JE 11 — EE 
RC 
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Réponses aux exercices 


Chapitre 1 
1.1 


Tension vs, V Courant ir, A 


1.2 


Tension vs , V Courant ic , A 
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1.3 


Tension v, , V Courant i , A 


Énergie w, J 


1.4 
Vs i4 
24 V 0.24 A 
t t 
0 0.1 : 0 0.1 5 
vL = 40, 
9.6 V 


PL=vLiL WL 
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1.5 


0.8 A 


ir = 0.015 Ve 
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Ps = Vs X ls 
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Chapitre 2 


2.1 
- au noeud a 
- au noeud b 
- au noeud c ais —ig—iy = -is 
- maille 1: V¡+V2+V3 = V] 
- maille 2: Va +tVs-V3-V2 = 0 
- maille 3: Ve Vs = 0 
- maille 4: Va V6 = Vso 
2.2 vı = 150sin(120nt) va = 122.73sin(120nt) 
V3 = 27.27 sin(1201t) V4 = 27.27 sin(1201t) 
1, = 0.75sin(120nt) 1) = 0.818sin(120nt) 


13 = 0.545sin(1201t) 1, = 0.273sin(1201t) 


2.4 


2.5 


2.6 


2.7 


2.8 


2.9 


2.10 


2.11 
2.12 


a) 


b) 


a) 


b) 


a) 
b) 


a) 
b) 


a) 
b) 


a) 
b) 


b) 


Req = 102.380 
ve = 18.6 V 

V5 = 9.3 V 

v4 = 27.9 V 

v3 = 23.25 V 

vo = 91.2 V 

vı = 48.84 V 


Req = 151.800 


11 =5A 

ji, = 3.20 A 
13 = 1.80 A 
14 = 0.60 A 
15 = -1.80A 
16 = 1.20 A 
Ry = 51.61 Q 
i, = 0.169 A 
Ry = 42.97 Q 
i, = -0.238 A 
Rr = 50 Q 


1, = -0.44cos(500rt) 


Ry = 93.75 Q 
vy = 52.34 V 
11 = 1.232 A 
13 = 0.758 A 
is = -0.758 A 
Rr: = 95 Q 
Rm = 18.75 Q 
i, = -0.117 A 
1.034 A 


Rr 1 mE 118.18 Q 
Rm = 21.82 Q 
ix = 0.387 A 


lg = 0.186 A 

15 = 0.186 A 

i4 = 0.279 A 

13 = 0.465 A 

19 = 0.512 A 

11 = 0.9767 A 
vı =375V 
Vo = 384 V 
v3 = 180 V 
Va = 60 V 
vs = -144 V 
ves = 60 V 
vr=17.2V 
vr=-16.21V 


vr = -S5cos(500nrt) 


Vp = 175 V 


19 = 0.474 A 
la = -1.742 A 


VT1 = 72 V 


VT2 7 90 V 


VTi 7 27.27 V 
VT2 = 87.27 V 
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Chapitre 3 
3.1 
a) Méthode directe (longue). 


8 relations v-1 des éléments 4 équations de courants 4 équations de tensions 
di 1 r. 
az 1 Ve = Le dt i +i tlo = 0 Vi +Vo— Vo = V 
Vv, = === 5 5 17147 lg 1 27 Yg s 
l l dt Cs . . . . . 0) 
lo la le=1 =Va + Va = 
2 ; e : 1 2 3 6 s 2 3 
Va = Ral ve = Rol e 
e a di, 14-15 = 0 Ve +V7-V3 = 0 
Va = — [hdt = ; . : 
3 C3 3 he T'at lg-173+15 = O VatVo-Vp—Vi = 0 


b) Méthode des noeuds. 


l1 1 1 1 1 
— + — + — jdt -— jdt —— O 
E R E] El P 
1 1 1 1 d 1 Val es 
-= [dt tr fre + Cog 0 —— R 
| Ro L, Re ‘dt R6 Va| _ i 
1 1 d d V E 
-— O + Ci— -C.— E 
1 d 1 1 d 
O Re "Cs R, + L, fat+ Cs; 
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c) Méthode des mailles. 
d d 
L,=+R,+R —R 0 -L,= 
AS 2 qt v, | 
1 1 J1 
-R, R, +-L far ata fa 0 | =Í dt 
C3 C3 J2| _ | C3 J ` 
_1 dia : j e 
0 C; far Re + Lr + c; fat Ro a mes fisat 
d 1 LS ; 
-L,— 0 -R R¿+= [dt+Re+L,— 0 
14t 6 4 E Í T 
d) Méthode longue 8 équations 
Méthode des noeuds 4 équations 
Méthode des mailles 4 équations 
3.2 


a) Méthode directe (longue). 


ig Ra b la 


3 équations de courants 2 équations de tensions 


5 relations v-i des éléments 


Var R313 MO" R616 i3 — i4 = 0 Va +V4 -V5 +t V6 = Vs 
di di ; ; f 
4 7 a Ls 0 
va bis west, ls +16 = 15] Vs tV7-V6 = 
+ at 7 Tat A 
rae tó 
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b) Méthode des noeuds. 


1 1 f 1 f 
— += jdt == į|dt 0 
R3 L4 4 V Vs 
1 1 1 1 1 E R3 
Lt 2,1 dt+ fat vie) A 
d š 
0) Y E + 1 131 
R5 Rs Re 
c) Méthode des mailles. 


d) Méthode longue 


5 équations 
Méthode des noeuds 3 équations 
Méthode des mailles 


2 équations 
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3.3 


a) Méthode des noeuds. 


1 1 1 d 1 
R R R a S “R; Ys 
1 1 1 me 

0 — + lt -— lat = 
Ra À gi Vej 5 [Va 
R 
1 bi 1 q 3 

2 +g -5 fét Rot fit+ fet 

Rs 7 La Rs La L7 E 


b) Méthode des mailles. 


Jal _ lo 
j3 O 
Ja 0 
R R 
-R -g fat r fe -R5 Ri + Rg + Rs + Lys 
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3.4 a) Méthode des noeuds. 


b) Méthode des mailles. 


(-Ro+AR)) (Ro+R3-AR)) 0 0 hi lv, 
d d J2} - |O 
-AR AR Rokle s. A 
2 2 ET Sat (ljal lo 
d d 1 0 
0 0 E A UL 
dt n'a | 
3.5 a) Méthode des noeuds 
V 
0 =al s2 
% [rta 
O et je Ve Vs2 _ 
4 L5 R4 5 
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b) Méthode des mailles 


3 
Vs2 — Ral, 
3.6 a) Méthodes des noeuds 
V 
V c C 
aja Ro NC 3 d, Vd 
+ 
R5 gaa 
1,1,1 4 + v A 
Ro R R R Ra A ee 
1 1 d d a 5 4 
—— +C —C3— = 
R R dt 341 Ve O 
V v 
1 d 1l d, 1 E => 
=— =C.= C += [dt 
R, dt R, dt el DAN 
b) Méthode des mailles 
A à © 
Vs 
ne 
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3.7 a) Méthodes des noeuds 


Co 
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3.8 a) Méthode des noeuds 


R; 
-is 
Vs 
R 
Rue far En far O 
2 2 Ji Ve 
2 fat L dt+Ll.L+ fat -L fat = 
a | a A Sat | A E ds 
1 J3 Rois 
0 = - fat Re + — fa 
C, Ca 
3.9 a) Méthode des noeuds 
150 0 
"à 
RE gl si 
75 25 50 50 P S ere 
1 E Ve v, 
Pa 50 50 25° 150 150 


= is = 2sin(500rt) 
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b) Méthode des mailles 


150 Q 
75425. 28 75 Jil [v¿+25i, 
-25 25+50+25 -50 x tJa] = | -25i, 
75 -50 75+50+150| y, O 
25 Q 


vs = 50 V ¡¿ = 2sin(500nt) 


c) i, = 0.059 -0.416sin(500nt) 


3.10 a) Méthode des noeuds 


P à 1 ] e 
+... LA. Y a 
75 de 60 a e v, is 
= res Ta = de — Lai x |V = 
150 150 25 100 100 b . 
1 ate A o E 
60 100 50 100 60 50 


b) Méthode des mailles 
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75 + 150 + 25 -25 -150 Jı Vsi 
-25 25 + 100 + 50 -100 x Jal = [vo 
-150 -100 150+60+ 100] |J.| |éoi, 
c) iy = 0.16 A. 
3.11 2)Rr=82.150Q vr = 1.286v, 


b) v2 = 0.706v, 


3.12 a) Méthode des mailles 
ai 50Q 250 


(y) 25i, 


50+150+50  -150 Ii vs | 
-150 150+25+10| [Ja [250i] 

ix = 0.356 A. 

b) Rap = 112.36 Q 


3.13 a) Méthode des noeuds 

Ri=1k0 
Ro =15k0 
R¿=1k0 
Ra=5k0 


15k 15k 
À, 
15k 
Vo A V 
a o A, VsF Vs 
ik 15k 15 
je o o o jg 
Vo R; 1k Ñ 
c) v, = 16v, = 4sin(20001t) 


Réponses aux exercices 295 


3.14 a) Méthode des noeuds 


A, = 100000 


5 
V Fe si 


a 


b) Yoe S(Vs1 —Vs2) 


Chapitre 4 


4.1 v,(t) = 12u(t-1x10 °)-17u(t-3 x 10 °)+5u(t-6 x 10°) 
i(t) = 12.5r(t)-12.5r(t-0.2)-12.5r(t-0.5)+ 12.5r(t-0.7) 
T -3 -3 
va(t) = S0cos{200nt + 5) {u(t-5 x 10 )-u(t-15x 10%); 
i (t) = 5r(t)- 10r(t- 107°) + 10r(t-3 x 10 °)-5r(t-4 x 107) 


4.2 


f(t) = (5t-2)[u(t-1)-u(t-3)] f(t) = 10cos(1000rt-1/4)[u(t-1ms)-u(t-3ms)] 
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4.3 
z -2(t-0.5 
(Ð = 15e ut) tt) = 15e ut 0.5) 
15 EN ER l 15 l > el + Ne 1 CET 7 
Des Ar sum see gs 
JS lus Nes 
0 _— _ — i R 1 En | SiS ia = 
05 0 05 1 15 2 25 05 0 05 1 15 2 25 
-2t 
f(t) = 15[1-e u(t 
\ 15e “un | 
10! es >= te RS ee” 
._ \ f= 15e ” u(t-0.5) 
des E T ee. D Bi 
0 l 1 1 : 0 . ide OT Roue DaD, des en 
05 0 05 1 15 2 25 05 0 05 1 15 2 25 
o -2t 
f(t) = 15e *'cos(10t + 0.5)u(t) f(t) = 15e  cos(10t+0.5)u(t-0.5) 
mes a ee peo À 
4.4 a) f(t) = 50cos(500rt- 1.24) = Re{50e)(°007t- 124 


b) 


c) 


f(t) = 50cos(500rt - 1.24) = 50 sin( 500nt - 1.24 +2) = Im{50e)(°007t+ 0.331), 


f(t) = 50cos(5001t- 1.24) = E A 


f(t) = 50sin(500rt + 0.55) = Imis0s "US 


f(t) = 50sin(5007t + 0.55) = 50cos(500nt+0.55- 7 = Re{5oei(5007t-1.021), 


f(t) = 50sin(500nt + 0.55) = > pei(S007t-1.021) , -(S00nt- 1.021), 


f(t) = 50e l°tcos(500nt + 0.9) = Re{50e !°te)(5007t+ 0.9), 
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-15t 
e 


i(t) = 508" 'cos(500nt+0.9) = 50€ '*sin(500nt+0.9 + z) 


2 


a Im{50e”15tei(500nt +2.47), 


-15t - | 
f(t) = 50e7 cos(500nt + 0.9) = e pei(S00nt+ 0.9) , ¿I(S001t+0.9), 
d) f(t) = 50e`!5tsin(500rt- 0.9) a Imi50e7*9t¿($00::=019), 


f(t) = 50e*sin(500nt- 0.9) = 50e" !S*cos{ 500nt - 0.9 - 5) 


z Re{50e 15ti(5007t-2.471), 
-15t . | 
f(t) = 50e7 °‘sin(500nt - 0.9) = LS — (65001247D y ¿GOO nt 2471), 
= 24 
4.5 a) Co-12 Ca = 511 - cos(n7)] 
(nr) 
5 12 -jnr "4 . ( n) 
b = 0 Coste T 
) Co o l e” ‘Je “sin na 
c) Co=0 C, = 39 fcosnr- 11-311 _e 277] 
(nr) na 
sin(2n+ 1)? sin(2n-1)7 
a Co= 2 és Ec 2 
O x n= x| (2n+1) (2n-1) 


Chapitre 5 


t t 
5.1 a) i(t)= 001 + 0.02e ho vo(t) = 10- 10e ‘late 


La durée du régime transitoire est 51 = 5 x 16.67 ms = 83.33 ms. 
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0.08 pepe ne pee rene | 
+] oo! e 
i(t = |0.01+0.02e "> lut) 
ai 
5 e TE IS A 
-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 
Temps (s) 


10 À T E 


t 
vo(t) = 10-100 HT 5 


Eal a ea e at ar ie ss sen 


0 i DE a 
-0.02 0 0.02 0.04 0.0 0.08 0.1 
Temps (s) 
b) 
0.2 0.015(t) ~- E - -3 
-t 0 p s q 
: 16.67ms i 
i,(t) = 0.016(t)-0.4e ` u(t ei 
10) (t) O o ia 
i 1 
0.4) ae A O A 
-0.02 0 0.02 0.0 0.0 0.08 0.1 
Temps (s) 


200 de ner e 


-t 


v(t) = 2008 f8 MSuct) 
r nds. T 
-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 
Temps (s) 
x 10° 
1 T NS E les Hire 
E ¡ i(t): 
i(t) = cour conne 20012 uco DE DE | 
0 "A PA A EETA 
-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01 
Temps (s) 
Ñ pe Éd A R e E 
+ 


16.67ms 


v(t) = sensone -ontu 


4 


L Lens es 


0 | 1 e d 
-0.02 0 0.02 0.04 0.0 0.08 0.1 
Temps (s) 
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5.2 a) La durée du régime transitoire est 5t = 5 x 0.75 ms = 3.75 ms. 


t 
i (b) = 008-002 ho 


t i 
v(t) = 10e ‘u(t) SEBON 
0 Re 
0 2 3 4 
Temps (ms) 
b) 
-t 


i} (t) = 0.00338(t) + 8.89e * u(t) 


2 
Temps (ms) 
3.335(t) ‘ A a SN 
> 


Al 
vo(t) = 3.335(t) - 4444.44e* u (t) 


-t 
i (b = voa 10 °e° LT 


Temps (ms) 
A K j Ms E D E 


E 
vo(t) = COST 


Temps (ms) 


300 


5.3 a) 


-t 
v, = sa + son TT Le 


-t 
v, = ro: ES 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


SS O ENS CE CT E: 


-t 


3.27ms 


iy = 2 +200 korono 


en mA 


b) 


3.27ms 


-t 
Le sa +5.91e bo 


—(t-5ms) 
3.27ms 


- anos soto jason 


ture 


2 A4 6 8 10 12 14 
Temps (ms) 


-t 
me ro OT 


—(t-5ms) 
ns opa Ams lua 
-t 
i = arsar TT oromo 0 
-2 + 
-(t-5ms) -2 
ferrans SAIMS luna -00180 -5mo 


en mA 


= ` -0.048(t-5ms) 


2 4 6 8 10 12 14 
Temps (ms) 
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5.4 


5.5 


5.6 


5.7 


5.8 


5.9 


5.10 


t t 


_t a t 
TR 06-0276 hw i, = 104-046 ho Va = 40- 15e ho 


La durée du régime transitoire est 5t = 5 x 4.8 ms = 24 ms. 


Régime permanent: 1,(0) = O.6A, i,(%0) = O.4A, va(o) = 40V 


t t 
i = 10109 + 0.144 hw iz = - 0.145 + 0.335e he 


Va = 145.45 -45 45e ES 


La durée du régime transitoire est 5t = 5 x 11.5 ms = 57.5 ms. 
Régime permanent: 1,(0) = O.109A, 1,(%0) = -0.145A, vz(wo) = 45.45V 


-500t 


1, = [1.585c0s(2001t + 0.514) + 0.62e Ju(t) 


Mt) 


La durée du régime transitoire est 5t = 5/500 = 10 ms. 
Régime permanent: 1, = 1.58>c0s(2001t+0.514), v, = 49.8cos(2007t - 0.899) 


Vo = [49.8cos(2001t- 0.899) - 30.995e 


-333.33t 


i} = [0.753 cos(2001t - 0.185) - 0.0732e Ju(t) 


Ju(t) 
La durée du régime transitoire est 5t = 5/333.33 = 15 ms. 
Régime permanent: i} = 0.793c0s(2001t- 0.185), v, = 29.47 cos(2001t + 0.488) 


v, = [29.47cos(200nt + 0.488) + 7.320 99" 


-796.53t -78.46t 


1, = (1.761e + 1.239e }u(t) 
va = {-83.6e 77° 14 83.6e ult) 
: a 2 5 5 
d = 5537 = 63. . 
La durée du régime transitoire est min(s, l 52) 78.46 63.7ms 


Régime permanent: 1, = 0, v, = O 


-125t 


1, = 2.582e cos(290.47t-1.571)u(t) 


-125t 


Va = 163.3e cos(290.47t + 0.406)u(t) 


La durée du régime transitoire est 5t = 5/125 = 40 ms. 
Régime permanent: i} = 0, v, = O 


-175t 


a) 1, = {1.456e cos(307.2t-1.849)+0.4ju(t) 
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v, = {80e cos(307.2t + 3.07) + 80}u(t) 
b) La durée du régime transitoire est 2 = En = 28ms. 


Régime permanent: 1, = 0.4A, v, = 80V 


c) i} = (0.326e **cos(307.2t- 1.27) + 0.327 cos(5001t - 1.4)}u(t) 


-175t 


Vo = [4.8e cos(307.2t + 0.556) + 4.0cos(500rt-2.911)]Ju(t) 


Régime permanent: i} = 0.327cos(5001t-1.4), v} = 4.0cos(500rnt-2.911) 


5.11 aji, = [0.2+1.483€e cos(332.4t- 1.638)]u(t) 


y [72818 


cos(332.4t-1.5708)]Ju(t) 
b) La durée du régime transitoire est 5t = 5/133 = 37.6 ms. 
Régime permanent: 1, = 0.2, vz = O 


-133t 


c) 1, = [0.255€ cos(332.4t + 2.316) + 0.853c0s(400r1t - 1.3064 )]u(t) 


v, = [6.226e 1t cos(332.4t + 2.391) + 20.288cos(4007t - 1.344)Ju(t) 


Régime permanent: i} = 0.853c0s(4001t-1.364), v, = 20.288cos(4001t- 1.344) 


5.12 
i4 = 0.706 A pour t < O 
A 
J | De = 1.0938" pourt > 0 | 
-5 0 5 10 15 20 25 
100 es EM ie mn € 
Vo = 84.7 V pour t < 0 | | | 
ie, À 
a volt) = 84.780 pourt> 0 
| | 
La durée du régime transitoire est Gleis ad He ET de — 
51 = 24 ms. -5 0 5 10 15 20 25 


Temps (ms) 
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5.13 


-t 
0.33ms 


i(t) = 100 +28 lo 


-t 
vo(t = -240e° "Su (1) 


La durée du régime transitoire est =. dd K | I 
1 
St = 1.65 ms. Temps (ms) 


5.14 


¡, = [0.48 - 2.69e *°"cos(445.4t + 1.5728)]u(t) 


' 
0 i ' 
1 ‘ 1 1 
1 ' 1 1 i 
-1 == E 1 = E 22 SES, re AE ER a a HE ARA 
' 1 1 
1 


0 0.02 0.04 0.0 0.08 0.1 0.12 
40t Temps (s) 
Vo = [120.4867 cos(445.4t 3.05) + 120 ut) 200 |: A = : s de ee ee a A 


100 


La durée du régime transitoire est 


ls 


0 L E 3 i - JL i— - 
Ste a = 0.1258. 0 0.02 0.04 0.06 0.0 0.1 0.12 
40 Temps (s) 
1. Ur 
5.15 Pourt> 0: ij = 3-6 A Vo = 100 33.386 ji 
La durée du régime transitoire est 51 = 75 ms. 
Chapitre 6 
A A A Ts A_A -Ts 
. = —— = —— == — ci: ls 
6.1 a) F(s) a b) F(s) TA al e `] 
-T(s +a) 
O EN € d) F(s) = ——, 
S+ s+Q (s + 5) 
-2(s+0.5) 60 30.785 610-785 


e) F(s) = 537 A 00 ER 500 


304 


6.2 


6.3 


6.4 


6.5 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 
a) f(t) = {0.267e "+ 0.352e ‘cos(1.732t+2.428)}u(t) 
b) f(t) = {0.667e ‘ +0.832e ‘cos(t+2.215)}u(t) 
c) f(t) = {10te ‘-5e t+ se ult) 
d) f(t) = {8e *-8e ‘cost}u(t) 
e) f(t) = {0.4e "+ 0.564e ‘cos(2t-2.356)}u(t) 
f) f(t) = {0.036e **-0.143e ‘+0.107}u(t) 
2s + 300 s + 200 
a) LS) = —— < 5 Hije = 
É 5x10 s? +0.015s+ 1 2s + 300 
; -3 -150t 
b) i(t) = 2.5x10%8(t) + (0.333 + 0.0417e > ‘Ju(t) 
vo(t) = (66.667 - 16.667e *Ju(t) 
La durée du régime transitoire est 5/150 = 33.3 ms. 
Régime permanent: 1, = 0.333, v, = 66.667 
c) 1,(t) = 2.5x10"5(t) + {1.026 cos(120nt + 1.202) + 0.0057e y u(t) 
vo(t) = {52.591 cos(120rt - 0.109) -2.278e" *°t}u(t) 


Régime permanent: i} = 1.026cos(120nt + 1.202), v = 52.591 cos(120rt- 0.109) 


50(s” + 1400s + 320000) 160000 


3 HS) = ——  —— 
s” + 1000s + 80000 s“ + 1400s + 320000 
b) Fréquences naturelles: s} = -287.7, S2 = -1112.3 


a) Z.{S) = 


de = 
287.71112.3 


AE) 


La durée du régime transitoire est 5max( ) = 17.4ms. 


-287.7t 


c) 1,(t) = {0.5 + 1.053e + 0.447e 


-1112.3t -287.7t 


Vo(t) = {50 + 17.44e -67.44e 


¿u(t) 
Régime permanent: iy = 0.5, v, = 50 


-287.7t -1112.3t 


c) 1,(t) = {1.808cos(1256.6t + 0.252) + 0.052e + 0.447e 


¡u(t) 


-1112.3t -287.7t 


vo(t) = {7.396 cos(1256.6t- 2.192) + 7.663e - 3.359e ju(t) 


Régime permanent: i} = 1.808cos(1256.6t + 0.252), v, = 7.396cos(1256.6t-2.192) 


120.48(s + 520.833) 
s + 627.5 


0.25(s + 833.333) 


a) Legal 5 s + 520.833 


H,(s) = 


b) i(t) = (1-0.170 920838 (1) 
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-520.833t 


vo(t) = (40-15e Ju(t) 


La durée du régime transitoire est 5/520.833 = 9.6 ms. 
Régime permanent: i} = 1, v = 40 


-520.833t 


c) i,(t) = {0.945cos(1207t-0.085)-0.111e u(t) 


u(t) 
Régime permanent: i} = 0.945cos(1201t-0.085), v, = 35.564 cos(1201t - 0.202) 


vo(t) = {35.564cos(120rt- 0.202) - 9.843e °°° 5551 


-62.2t -2412.8t 


6.6 a) i,(t) = (0.518e -0.018e }u(t) 
i(t) = {2-2.074e 2% 4 0,0740 2280 (1) 
va(t) = {100-77.8e 242.80 28% y (1) 
b) La durée du régime transitoire est 5 x max (> 315 = 80ms. 
Régime permanent: i} = 0, i = 2, vz = 100 
c) i,(t) = (0.0008e***_0.0130?*28t, 0.512cos(1570.8t + 0.02)}u(t) 
va(t) = {23.24cos(1570.8t- 0.08) - 0.12e2% t + 1.950 28% u(t) 


Régime permanent: i} = 0.512cos(1570.8t + 0.02), v} = 23.24cos(1570.8t- 0.08) 


2 
+ 350s + 125000 100000 
6T SS no H (8) = y 
(s ) s? + 350s + 125000 


b) Fréquences naturelles: s4 = -175+j307.2, s2 = -175-3307.2 
La durée du régime transitoire est De = 28.6ms. 


-175t 


c) i,(t) = {0.4 + 1.456e° cos(307.2t-1.85)ju(t) 


vo(t) = {80 +92.06e7 °‘cos(307.2t+ 2.62)}u(t) 


Régime permanent: 1, = 0.4, v, = 80 


-175t 


c) i,(t) = {0.076e" "*"cos(307.2t + 2.37) + 0.326cos(1570.8t- 1.4)}u(t) 


vo(t) = {4.76e7 7°'cos(307.2t + 0.56) + 4.056cos(1570.8t-2.91)}u(t) 


Régime permanent: i} = 0.326 cos(1570.8t- 1.4), v, = 4.056cos(1570.8t-2.91) 


2 5 
0.1(s” + 263.49s + 1.2697x10”) 238.095 
6.8 à ZeqlS) =  (s+254) = H;(s) = ——— “© © —————, 
s“ + 263.49s + 1.2697x10 


b) Fréquences naturelles: s, = -131.75+j331.1, s% = -131.75-j331.1 
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1 


na e 


La durée du régime transitoire est 5 x 


-131.75t 


c) i(t) = {0.2 + 2.948e cos(331.1t-1.64)}u(t) 


vo(t) = {71.92e7 97 ?* 


cos(331.1t+1.57)}u(t) 
Régime permanent: 1, = 0.2, v, = 0 


c) i,(t)= {0.252e 7°" >t cos(331.1t + 2.32) + 0.844cos(1256.6t- 1.37)}u(t) 


-131.75t 


vo(t) = {7.12e cos(331.1t+ 2.39) + 20.1 cos(1256.6t- 1.35)}u(t) 


Régime permanent: i} = 0.844cos(1256.6t- 1.37), v, = 20.1cos(1256.6t- 1.35) 


2 6 6 
25(s +4500s+3x10 ) 2x10 
6.9 a) ZeatS) a D H,(s) = = — 
s +4000s+1x10 s +4500s + 3x10 
-3686.1t -813.9t 


b) i,(t) = (0.333 -0.015e +0.6815e 
-(0.333-0.015e 9980.1(t-5m8), O6815e 


yu(t) 
-813.9(t - sms) u(t —5ms) 


va(t) = {66.67 + 18.890 85.560 ult) 


- {66.67 + 18.898 0 1(t-5ms) _ 35 56e 813.21 Sms)h> 4 5ms) 


RENTE ose 


O 0002 0.004 0.006 0.008 0.01 


[AS] AAA O AE STAN AR e JA A A à ee i na 
t 


vaD i 


o 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 
Temps (s) 
50(s° + 600s + 4x10°) 200 
6.10 a) Zes) = "| H,(s) = 2 — 
s +1200s + 2x10 s +600s+4x10 
-300t 


b) 1,(t) = {0.225 + 50t + 0.227e *"‘cos(556.8t+ 3.0)}u(t) 
_ {0.225 + 50(t- 10ms) + 0.2270 4(t- 10ms) (556. 8(t- 10ms) + 3.0)}u(t-10ms) 


vo(t) = {2.5 + 8.032e °° cos(556.8t-1.887))u(t) 


-(2.5+8.032e 105 cos(556.8(t- 10ms)- 1.887)}u(t- 10ms) 
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6.11 


6.12 


6.13 


Temps (ms) 
4000 
a) ZeatS) = 5000 H,(s) = sr 166667 
b) 1,(t) = 0.001u(t) 
va(t) = (12-120 Eu) 
j re nr 5 
La durée du régime transitoire est 1666.67 — 3ms. 


Régime permanent: 1, = 0.001, v, = 12 
c) 1,(t) = 0.001 sin(10007t)u(t) 


-1666.67t 


vo(t) = (4.968€ + 5.624 cos(10001t-2.654)ju(t) 


Régime permanent: i} = 0.001 sin(10001t), v) = 5.624 cos(1000r1t- 2.654) 


50(s + 602) 1920 


a) Zoals) = 0 HSE 607 
b) i,(t) = (0.1342 + 0.2658e )u(t) vo(t) = {63.787-63.787e Y u(t) 
La durée du régime transitoire est a = 8.3ms. 


Régime permanent: 1, = 0.1342, v, = 63.787 


-1x10 


s? + 500s + 1x10 
$” +500s + 1x10? 


a) Zaa(S) = 
de s? + 300s + 1x10% 


x 10000 H,(s) = 


-250t 


b) i,(t) = [0.001 +2.066x10 "e cos(968.25t + 1.5708)]u(t) 


-250t 


vo(t) = (-10+10.328e cos(968.25t + 2.889))u(t) 
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6.14 


6.15 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


La durée du régime transitoire est 525 = 20ms. 


Régime permanent: 1, = 0.001, v, = 10 


c) 1,(t) = 3.44x10 e cos(968.25t- 1.012) + 0.0015cos(10007t - 0.07) 


-250t 


vo(t) = {-1.72e *°" ‘cos(968.25t + 0.306) - 1.665cos(10007t + 0.175)}u(t) 


Régime permanent: i} = 0.0015cos(10001t-0.07), v, = -1.665cos(10007t+ 0.175) 


a) i,(t) = [3.2505e 7°'cos(315.24t + 1.416)]u(t) 
v(t) = [102.791e *cos(315.24t-0.234)]u(t) 


b)La durée du régime transitoire est E = 66.7ms. 


40 
Temps (ms) 


-100t 


a) i,(t) = [2.8570 ''cos(700t- 1.287)]u(t) 


-100t 


vo(t) = [80.812e 7 ‘cos(700t+ 0.142)Ju(t) 


b)La durée du régime transitoire est r = 50ms. 


Réponses aux exercices 


sn 2 D Ne ee as 


O 10 20 30 40 50 
Temps (ms) 


6.16 i(t) = {2+3.024e °°" 


- {24 3.024e °00- 


cos(1322.9t-2.294)}u(t) 
sms) Cos(1322.9(t- 5ms)-2.294)}u(t-5ms) 


vo(t) = {200 + 213.81e *cos(1322.9t + 2.78)}u(t) 


_ {200 +213.81e 4-59 25(1322.9(t- 5ms) + 2.78)}u(t-5ms) 


-100 : - 2 Sr dents i 
0 Temps (ms) 10 15 


Chapitre 7 


7.1 1, = 2.003/-0.650 A I, = 1.037/-0.935 A I} = 1.049/-0.368 A 
V, = 125.830.920 V V, = 124.47-0.935 V V; = 66.8/-1.939 V 


V, = 104.94 /-0.368 V 


309 


310 


7.2 


7.3 


7.4 


7.5 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


V, = 123.44-1.498 V V} = 115.5/-0.65 V 
l} = 3.62 4-0.998 V I4 = 3.09/-1.001 V 


a) Zeg = 917.314-0.861 Q 


b) 1, = 0.327 20.861 A V, = 128.600.196 V V, = 175.63/-0.143 V 
a) 1, = 0.564-1.257 A I, = 0.434/-1.787 A V4 = 30.92-0.54 V 
b)I,=0.903/-0.492A  Z,, = 132.89/0.492 Q 


5 2 ; 
._ (6.8x10” - 0.030“) +j1000 
a) Zabo) = —— z000 +j3o 


Module de Zap, Q 
200 - E 


t 

t 1 

1 1 

4 t 

t ! 

1 

1 

| i 
nes nue 


0 1- es ne. D 
0 2000 4000 6000 8000 10000 
Phase de Zap , degré o (rad/s) 
f se S 


Le A AS 
' i 


q = M o 


50 +- 


A Ganei 


4000 6000 8000 10000 
w (rad/s) 


Zap est purement résistive à œ = 4269 rad/s. 


-50 | ais 
0 2000 


6x10° 


joe an 
0.03s + 100s + 6.8x10 


Agglo) j dB 


pai a a Al ab eE a EAS aua DA me ee dl MM Y eo TE Te 4 a 
' i 1 Doro i i i ' poro aora ' t 1 


0 


-60 


2 
bla), degré 
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c) I, = 0.494/0.613 A V, = 47.924-0.254 V 


2 7 
76 a) Zpts = E +41103+2.25x:10" 
0.02s” +254s + 150000 


Module de Zap, Q 
4 ES 


a n p a 
| | Ne 


| e us | LE E, CENA Laos 


O 0.5 1. 2 2.5 
Phase de Zap , degré © (radis) Sa 


| 


50 | 


2000s 


b) H,(s) = E PEA E 
8s +41100s + 2.25x10 


Ayglw) , dB 
-20 E 5 Ï TT DETEN RLA ET del TT ES EE perd nr 


à $ sa sai Le dh dé dE ne a keon ; o 
to) a degré: o | | atada | 
0+- 
-100 a nr Der ne Dour robe, f 
10 10 10 10 


œ (rad/s) 
c) I} = 0.820/0.504 A V, = 2.857 20.943 V 
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7 
7.7 a) Z (s) = + 1x10 


Module de Z4, Q 
10000 — 


(0) 
Phase de Z4 , degré 


CIRCUITS ÉLECTRIQUES 


5000 +- -- À... : 


0 Et A e it re L e er 


05 dm 15 2 
a TT ETS T CNE poko o ENT ia ---X 10. 


' , 
oa nur ' TEET 1 ' mn ' , A 
PS RE EUR EE Re, CE, AS A EE A E A 


10! 


1 3 4 5 6 

10 o (rad/s) 10 10 10 

-200 bi rs a EEN EE GON a E IO i 
10 5 (rad/s) 19 10 10 


c) I} = 0.953/0.308 mA 


V, = 2.89/2.187 V 
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2 
s” + 400s + 800000 _ 10000 


78 a) Z,(s) = > 
s + 400s + 400000 


Module de Z4, Q 


50 1000 2000 3000 4000 5000 
Phase de Z4 , degré œ (rad/s) 


1 t 
ee hu 


O 1000 2000 3000 4000 5000 
œ (rad/s) 
-2000s 
b) Hy(s) = 225 — 
s + 400s + 800000 
Age(o) , dB 
20 AA A IN A Ne 
K 
Ge CE A E 
se 0 1 10 10 
200 m- 


oise IR E A EE IA 
1 2 3 4 
10 10 10 ES 10 10 


c) I} = 0.535/0.012mA V, = 4.481.751 V 


79 a Zeq = (33.4/0.119)Q 

b) I, = 11.98/-0.119 A 

c) S = 2395.3 VA P= 2378.3 W Q = 284.2 VAR cosp = 0.993 
7.10 a) Zeq = (49.6541.043)0 


b) 1, = 8.06/-1.043 A 
c)S=1611.3VA P=811.3W Q = 1392.2 VAR cosp = 0.504 
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7.11 a)1,,55= 4.974-2.13A 


b) Pe = 494.2 W Q, =931.5 VAR 
c) Pay = -559.6 W  Q;¡ = 893.7 VAR 


7.12 a) Vag(eff) = 223.6 V 
b) I; (eff) = 16.89 A 


SET 
i 


Too 002 003 0.04 
Temps (s) 
c) P = 2852.6 W Q = -2073.2 VAR 


7.13 a) Z = (33.33/-0.785)Q 
P = 2651.7 W Q = -2651.7 VAR 
b) Nouvelle valeur de is: I Leff = 8.394-0.464 A 


7.14 a) V,(moy) = 70 V V.(eff) = 78.42 V 
b) Vo(moy) = 101.86 V Vo(eff) = 113.14 V 
c) V3(moy) = 86.94 V Va(eff) = 107.88 V 
d) (moy) = 7 A (eff) = 7.21 A 


e) Is(moy) = 0 A Is(eff = 9.8 A 


Index 


Index 


Admittance 214 

Admittance complexe 179 
Amplificateur opérationnel 24 
Amplitude 102 

Analyse 9 


Analyse d’un circuit en régime continu 150 


Analyse simplifiée 83 
Arbre 59 
Avance de phase 202 


Branches 31, 59 


Capacité 21 

Champ magnétique 6 

Charge 254 

Charge capacitive 257 

Charge électrique 1 

Charge inductive 255 

Charge résistive 254 

Circuit actif 192, 235 

Circuit de base 60, 115 

Circuit du deuxième ordre 132, 230 
Circuit du premier ordre 115 
Circuit électrique 10 

Circuit équivalent 43 

Circuit transformé 177, 215 
Circuits initialement excités 151 
Circuits résistifs 53 

Coefficient d'amortissement 148, 230 
Composante continue 104 
Composante fondamentale 104 


Composantes harmoniques 104 


315 


Concept de graphe 59 
Conception 9 

Condensateur 4, 14, 21 
Conditions initiales 135, 140 
Conductance 4, 18, 214 
Constante de temps 99, 121 
Cordes 59 

Courant électrique 1, 12 


Courants circulatoires 70 


Décomposition en fractions partielles 172 
Densité de courant 3 

Densité de flux magnétique 6 
Diagramme des puissances 251 
Diagramme vectoriel 212, 221 
Diagrammes de Bode 237 

Différence de potentiel électrique 2, 12 
Dipôle 14, 34, 189 

Diviseur de courant 40, 52, 181, 217 
Diviseur de tension 37, 52, 180, 217 
Domaine des phaseurs 215 


Durée du régime transitoire 147 


Échelon unitaire 93 

Élément accumulateur d'énergie 20, 22 
Élément dissipateur d’énergie 18 
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